40 Stark-Effekt

Als Anwendung der Storungstheorie behandeln wir ein Wasserstoffatom in einem
elektrischen Feld. Fiir den nichtentarteten Grundzustand des Atoms fiihrt dies zum

quadratischen Stark-Effekt, fiir die entarteten angeregten Zustinde zum linearen
Stark-Effekt.

Die Schrodingergleichung fiir das Elektron im Wasserstoffatom lautet

N R 13 2 e2
Hy|nlm) =¢, |nim) mit Hy = - — (40.1)
2 me r
Die Eigenfunktionen und Eigenwerte
Un(r) e’ 1
(rinlm) = Yim (6, ¢), fn=—75—"">5 (40.2)
2ag n

dieses ungestorten Systems sind aus Kapitel 29 bekannt.

Das Atom befinde sich nun in einem externen, homogenen elektrischen Feld.
Dieses Feld E = Eqxerm Wird durch das elektrostatische Potenzial @, = —|E|z
beschrieben. Eine Ladung ¢ hat in diesem Potenzial die Energie g ®.. Fiir das Elek-
tron mit ¢ = — e lautet der Stéroperator

V=c|E|; =¢|E|z (40.3)

Tatsdchlich iibt das Feld entgegengesetzt gleich grofle Krifte auf das Elektron (e)
und das Proton (p) aus. Dies wird korrekt beriicksichtigt, wenn (40.1) als reduzier-
tes Einteilchenproblem mit der reduzierten Masse u = me/(1 + me/myp) und der
Relativkoordinate r = r. — r}, aufgefasst wird. In (40.3) ist dann z = r - ¢, und das
elektrische Feld wirkt auf eine relative Verschiebung zwischen Proton und Elektron
hin.

Quadratischer Stark-Effekt

Wir betrachten zunichst den nichtentarteten Grundzustand des Wasserstoffatoms.
Das Elektron hat dann die Quantenzahlen n, [/, m = 1, 0, 0 und die Wellenfunktion

N > exD (— L) (40.4)

uio
(r|100) = Yr100(r) = — Yoo =
r Tag as
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Die Energieverschiebung E in erster Ordnung verschwindet:

E
EY) = ¢|E| (1002 1100y = <'E] f Pr o exp(-2r/a) =0 (40.5)
TECIB

Fiir die 2. Ordnung benétigen wir die Matrixelemente (nlm| z |100). Wir werten
sie im Ortsraum aus, wobei wir Yoo = 1/+/4mwund z = rcos0 = r (43'5/3)1/2 Yo
einsetzen:

. () r)
(nim|2 1100) = /d3 20y @, ¢>r\/7Ylo(9 $) ”jéf_n
Smodin [

= el dru,1(r) r ujo(r) (40.6)

Da nur die Zustidnde mit/ = 1 und m = 0O beitragen, lautet die Energiekorrektur in
2. Ordnung:

2)
L 100

10]2]100 210[21100)|2
_eEZZn 121100) |2 e2E2|< |Z21100)] 40.7)

€1 —é&n &1 —&

Zu dieser Summe iiber die diskreten Zustdnde miisste noch der Beitrag der Kontinu-
umszustidnde addiert werden. Als eine einfache Niherung haben wir nur den ersten
Term der Summe beriicksichtigt. Hierfiir benétigen wir das Matrixelement

(40.6,29.21)  ap r? eXp( r/2)

(21012 ]100) 7

<2r exp(—r))

2'V2
= d 3r/2 40.8
3f0 rrtexp(=3r/2) = 5" an (4038)
Hiermit und mit ey — &, = —(3/8) ez/aB wird (40.7) zu
5 218
EQ) ~ —~— ad E* ~ —1.48a; E> (40.9)

311

Diese Energieverschiebung ist quadratisch in der Feldstirke; der Effekt wird daher
quadratischer Stark-Effekt genannt. Nimmt man in (40.7) alle gebundenen Zustinde
mit, so erhilt man folgenden Wert':

EQ = -2 al E? (40.10)

Unsere einfache Nidherung (40.9) ergibt bereits etwa 2/3 dieses Werts.

Wie in Abbildung 40.1 skizziert, fithrt das angelegte elektrische Feld dazu,
dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons gegeniiber dem Kern ver-
schoben wird. Im Atom wird dadurch ein Dipolmoment in Feldrichtung induziert;

11.. 1. Schiff, Quantum Mechanics, MacGraw-Hill Inc. 1968, section 33.
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Ohne Feld Mit Feld

Abbildung 40.1 Wenn ein Wasserstoffatom in ein duBleres elektrisches Feld E gebracht
wird, verschieben sich das Proton p und das Elektron e relativ zueinander. Dadurch wird ein
zu E proportionales Dipolmoment py;, induziert. Dies fithrt zu einer Energieabsenkung, die
proportional zum Quadrat des Felds ist (quadratischer Stark-Effekt).

quantenmechanisch wird dieses Dipolmoment durch Beimischung angeregter Zu-
stinde zum ungestorten Grundzustand beschrieben. Ein festes Dipolmoment p g,
hat im Feld E die Energie — pg;,, - E, ein induziertes Dipolmoment pg, = « E
dagegen — [dE - p = —« E?)2 = — pdip | E|/2. Damit erhalten wir aus (40.10)
das induzierte Dipolmoment

2E

9
IEIFO =3 \E|ag (40.11)

Pdip = —

Wir werten dies fiir eine Feldstirke von |[E| = 103V /cm aus:

9¢|lElag,  95-10%eV

? B g = 22V Y 1076 40.12
2 Zjag T2 27ev ¢ (40.12)

Pdip =
Verglichen mit der natiirlichen Einheit eag ist dieses Dipolmoment sehr klein; die
effektive Verschiebung des Elektrons (Abbildung 40.1) betrigt nur etwa den 10~°-
ten Teil des Bohrschen Radius ag. Dies liegt daran, dass die externe Feldstérke
| E| klein ist gegeniiber der durch das Proton hervorgerufenen. Die GroBe pgip/eag
gibt auch die Amplitude der angeregten Zustidnde an, die aufgrund des Felds dem
Grundzustand beigemischt werden. Wegen ihrer Kleinheit ist die Anwendung der
Storungstheorie gerechtfertigt?.

Die induzierten Dipolmomente bedeuten eine elektrische Polarisation P der
Materie. Fiir eine Teilchendichte o = N/V (Anzahl pro Volumen) gilt

P = ¢pdp = xe |E] (40.13)

Dabei ist x. die dimensionslose elektrische Suszeptibilitiat oder Polarisierbarkeit.
Die Suszeptibilitit x. oder die Dielektrizitdtskonstante € konnen etwa aus der Kapa-
zitit eines Kondensators mit dem betrachteten Medium als Dielektrikum bestimmt

Die formale Begriindung der Anwendbarkeit ist tatsichlich nicht trivial: Das Potenzial (40.3)
wird fiir z — —oo beliebig stark negativ. Daher sind die exakten Zustinde gar nicht gebunden,
und deshalb konvergiert die Storungstheorie nicht. Der Grundzustand ist aber praktisch stabil, da
die Tunnelwahrscheinlichkeit in den Bereich mit V' < gy vernachléssigbar klein ist. Die vorgestellte
Rechnung ist daher physikalisch sinnvoll.
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werden. Fiir Wasserstoffgas (bei Zimmertemperatur und Normaldruck) ist die Dich-
te der Hp-Molekiile gleich o9 = 6 - 1023 /(22 Liter). Mit der Atomdichte ¢ = 200
und xe = 0 paip/|E| = (9/2) ¢ a; erhalten wir

e=144mx.~ 1+4m(9/2)(200) ap ~ 1.00046 (40.14)

Der experimentelle Wert fiir Wasserstoffgas ist ¢ & 1.00026. Bei diesem Vergleich
ist zu beriicksichtigen, dass die Elektronenkonfiguration im H,-Molekiil anders ist
als im Atom (auf das sich unsere Rechnung bezieht).

Linearer Stark-Effekt

Wir betrachten nun die Energieverschiebung des ersten angeregten Zustands mit
dem ungestorten Energiewert
2
e” 1
€= —— — 40.15

2 261]3 4 ( )
Dieser Energiewert ist vierfach entartet. Die zugehorigen Eigenfunktionen wurden
in (29.19) und (29.21) angegeben:

1 r r
(r1200) = Yoo(r) = —=(1-5—) exp(— 5~ ) Yoo
2ag 4B 4B
1 r r
ri2im) = Yan() = —=—= — exp(— 35— ) Yin(6,¢)  (40.16)
24015, ag 2613
Wir nummerieren die Zustinde von 1 bis 4:
1) =1200)
. |2) =1210)
= 40.17
) 13) = [211) (40.17)
|4) =21 —1)

Fiir (39.34) benotigen wir die Matrix
v=((i|9]1) = (lilelE12]|)) (40.18)

Die Diagonalelemente

+1
(i|V]i) cx/ d cosO | Yim|* cosd = 0 (40.19)
-1

verschwinden, weil | ¥, |2 eine gerade Funktion in cos 8 ist. AuBlerdem gilt

(nlm |V |n'l'm') « /d(],’) exp [i(m — m’)¢] =270 Sy (40.20)
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Damit sind nur folgende Matrixelemente ungleich null (und reell):
(1| V [2) = (2] V|1) = (200] e|E|2]210) = V, (40.21)

Das zu 16sende Eigenwertproblem (39.34) lautet also

0 VvV, 00 1 C1
Vo 0 0 O o | (6) _
0 0 00 o | = Ag o oder Vc= Aec (40.22)
0 0 0 0 C4 C4
Dieses Problem hat die trivialen Eigenvektoren
0 0
0 0 _
1 zu Agz =0, 0 Zu Agq = (40.23)
0 1

Da V hermitesch ist, sind die beiden anderen Eigenvektoren orthogonal hierzu, also
¢ = (c1, ¢2,0,0)T. Damit reduziert sich das Problem auf

0 W c1 c1
= A 40.24
(% 0)(Q) 8<Q> 4024
Die Bedingung fiir eine nichttriviale Losung

—Aeg W
=0 (40.25)

Vo —Aes

ergibt Agj > = £V)p. Die zugehorigen Eigenvektoren sind

1

1 _
zu Agp =V, — ! Zu Agy = —V) (40.26)

V2| 0
0

1

/2

OO = =

Die vier Spaltenvektoren (40.23) und (40.26) legen die gestorten Zustdnde |y) =
> ¢;|i) fest. In der betrachteten Ordnung Storungstheorie lauten damit die Eigen-
zustdnde und Eigenwerte von Hy 4 V:

[200) + |210) |200) — |210)

" e+ Vy, —— " zu e -V (40.27)
«/5 2 0 \/5 2 0
[211) Zu €p, 21 —1) Zu &)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen |1ﬂ27070|2 und Y21, +1 |2 o sin? @ sind spiegel-
symmetrisch zur x-y-Ebene. In |00 & ¥210] o (1 £ ...sin 0)? ist dagegen der
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1200) — [210)
I V2

200), 1210)
—L> |211), |21 —1)

121 +1)

4 entartete Niveaus 3e|E|agp
| 1200) +210)
Ohne Feld Mit Feld V2

Abbildung 40.2 Aufspaltung des ersten angeregten Zustands (n = 2) des Wasserstoft-
atoms im duBeren elektrischen Feld E. Die Aufspaltung ist linear im Feld und wird daher
linearer Stark-Effekt genannt.

Schwerpunkt in & z-Richtung, also in Feldrichtung verschoben. Die Gro8e der Ver-
schiebung ist durch die radiale Ausdehnung der beteiligten Wellenfunktionen (Ab-
bildung 29.1) bestimmt.

Die GroBe der Energieverschiebung ist durch das Matrixelement (40.21) gege-
ben:

Vo = e|E|{200]%[210) = ¢ | E| /d3r Yiko(F) 1 cos0 Yaro(r) (40.28)
Fiir die Auswertung im Ortsraum setzen wir (40.16) mit Yoo = (1/47)/? und
Yio = (3/431)1/2 cos @ ein:

E x© —
V():L/ drrzexp(—r)L(l—L>r£ ds2 cos’ 0
4\/§aB3 0 as / am 2ag 4m
elElag [ 4 X
— dx x (1 — —> exp(—x) = —3e¢|E|ag (40.29)
2 J 2

Der resultierende Effekt heilt linearer Stark-Effekt, weil die Aufspaltung linear im
Feld ist. Die Aufspaltung ist relativ klein, | V| < Eq, zum Beispiel | Vo |/Eqy ~
107° fiir | E| = 10° V/cm. Das Dipolmoment der Verteilungen |00 & ¥210]/2 ist
aber mit 3 eap nicht klein (im Gegensatz zum quadratischen Stark-Effekt).

Die Struktur der Aufspaltung ist in Abbildung 40.2 gezeigt. Das dullere Feld
hebt teilweise die Symmetrie auf, die der Entartung im ungestorten Atom zugrunde
liegt: Wegen [V, £2] # 0 ist eine Mischung verschiedener /-Zustinde maglich.
Wegen [V, £,] = 0 verschwinden die Matrixelemente von V zwischen Zustinden
mit verschiedenem m.



