31 Ideales Bosegas

Wir untersuchen das ideale Bosegas mit fester Teilchenzahl. Das ideale Bosegas ist
ein bemerkenswertes Modell, weil es zu einem exakt berechenbaren Phaseniiber-
gang fiihrt, der so genannten Bose-Einstein-Kondensation. Die enge Beziehung die-
ses Phaseniibergangs zum A-Ubergang in der realen “He-Fliissigkeit wird in Kapitel
38 erortert.

Wir gehen von nichtrelativistischen Bosonen mit dem Spin 0 und der Masse m aus.
Die Einteilchenzustinde mit dem Impuls p haben die Energie

2

s
P om

(31.1)

Nach (29.39) ist die mittlere Anzahl von Bosonen in einem Einteilchenzustand

1
n, = 31.2
T exp By — -1 G12)

Die thermodynamische Energie und Teilchenzahl sind durch

ET. V.= en,, NT.V.p)=) 7, (31.3)
p p
gegeben. Nach (30.8) kann die Summe iiber die diskreten Impulse als Integral aus-

gefiihrt werden:
Vv
Yoo = G /d3p (31.4)
p

Durch (31.1)—(31.4) ist das ideale Bosegas definiert. Aus (31.3) erhalten wir durch
Elimination von w die Energie E(T, V, N). Aus E(T, V, N) folgen dann die spe-
zifische Wiarme ¢y und der Druck (29.44), und damit auch alle anderen thermody-
namischen GrofBen.

Fiir die mittlere Besetzungszahl (31.2) gilt

—u—>0
T o (31.5)

Fiir positives p wire die mittlere Besetzungszahl also bei ¢, = u singulir, i,
1/(ep — p). Dann wiirde das Integral (31.4) iiber 7z, divergieren. Daher muss

w=<0 (31.6)

264
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gelten und damit ¢, — u > 0. Fiir ¢, — > 0 konnen wir 7, nach Potenzen von
exp(—pB(ep, — ) < 1 entwickeln:

N Ym-Y exp(—flep — ) ZZ(CXP[—,B(%—M)])I
p P

T—exp(—Ble— ) o

2]
= h)3 Z exp(il) [ exp( 5 pkBT) QE)

Fiir [ = 1 ist das Integral bereits aus (24.19) und (24.20) bekannt,

1 3 p? 1 , 27h
3 d’p exp| — = it A ———— (31.8)
(2nh) 2mksT )~ A J2mmksT

Im Integral in (31.7) substituieren wir p?! — p’?und d3p — d>p’/13/%. Verglichen
mit (31.8) ergibt sich ein zusitzlicher Faktor 1/1 3/2 also

|4 l | %
N(T.V.p) =35 Z e"*’lg# 5 832(2) (31.9)

=1

Im letzten Schritt haben wir die verallgemeinerte Riemannsche Zetafunktion

o0 Zl
gv(z) = v (31.10)
=1
mit dem Argument
z=-exp(Bu) (31.11)

eingefiihrt. Bei gegebenem v = V /N und T bestimmt (31.9) das chemische Po-
tenzial u = w (T, v). Zur Temperaturabhédngigkeit von p (7', v) (Abbildung 31.1)
stellen wir fest: Fiir T — oo gilt A> — 0, daher muss g3 ,2(z) in (31.9) gegen null
gehen, und damit z — 0 und ©4 — —o0. Bei abnehmender Temperatur wichst
A3, und damit auch 83/2(2) in (31.9). Da g3,2(z) eine monotone Funktion von z ist,
muss z dann groer werden. Nach (31.6) gilt 4 < 0, und damit z < 1. Die Losung
fiir den maximalen Wert u = 0 oder z = 1 kennzeichnen wir mit einem Index c:

)\3
TC = g32(1) = ¢(3/2) (31.12)

Die verallgemeinerte Riemannsche Zetafunktion g, (z) reduziert sich dabei zur Rie-
mannschen Zetafunktion ¢ (v):

%0 00 (v =1/2)
1
a(h=ct0) =) w 26124 (v=3/2) (31.13)
I=1 13415 (v =15/2)
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Wir haben hier die spiter bendtigten numerischen Werte angegeben. Aus (31.12)
folgt die zu u = 0 gehorige Temperatur 7 :

B 27 K2
[2(3/2))3 mv?/3

kg T, Ubergangstemperatur (31.14)

Wie wir sehen werden, ist hierdurch die Ubergangstemperatur 7, eines Phaseniiber-
gangs definiert. Fiir 7 ~ T, ist die quantenmechanische Wellenldnge eines ther-
misch bewegten Teilchens gleich dem mittleren Teilchenabstand. Fiir die Parameter
von fliissigem “He erhalten wir

T.=3.13K  (*He, v=46A") (31.15)

Bisher haben wir gesehen, dass u von —oo bei 7 — oo mit abnehmender Tempe-
ratur auf u = O fiir T — 7 wichst. Fiir © > 0 hat (31.9) keine Losung. Hieraus
folgt eine Einschrinkung des Temperaturbereichs:

319) A3
uw<0 = —<¢@3B/2) oder T >T, (31.16)
v

Nun miissen sich die vorhandenen Teilchen aber auch fiir 7 < T irgendwie iiber die
zur Verfiigung stehenden Niveaus verteilen. Das heif}t, die Gleichung N = > n,
muss eine Losung haben; aus ihr darf nicht, wie in (31.16), die Beschrinkung
T > T, folgen. Damit weist (31.16) auf einen Fehler in der Auswertung der Teil-
chenzahlbedingung (31.7) hin.
Bei vorgegebener Dichte N/ V folgt aus Gleichung (31.9)

p T2 - (31.17)
Die Indizes + und — sollen anzeigen, von welcher Seite aus man sich dem Grenz-
wert ndhert. Mit 4 — 0~ wird die mittlere Besetzungszahl des niedrigsten Niveaus
mit &g = 0 beliebig grof:

No=15 =3 oo (31.18)
Im Folgenden bezeichnen wir die Anzahl der Teilchen im untersten Niveau mit N.
In Abbildung 31.2 sind die Besetzungszahlen fiir T < T skizziert, wie sie sich aus
(31.2) mit u = 0 und aus der folgenden Diskussion ergeben.

Der Beitrag der Ny Teilchen ging beim Ubergang von der Summe zum Integral
in (31.7) verloren: Fiir 4 = Ound p — Oistn, o 1/ p?. Dies ergibt in der Integra-
tion d3p = 47 p? dp nur einen Beitrag proportional zu dp, also einen verschwin-
denden Beitrag in einer infinitesimalen Umgebung von p = 0. Da der Beitrag mit
no nicht im Integral enthalten ist, muss er bei der Ersetzung ) » fd 3p gesondert
beriicksichtigt werden:

4 %
(2Qmh)3 g3n(z)  (31.19)

N:%‘FZ@:’Z_O'F F

.ﬁ%@:%+
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u,T)

Abbildung 31.1 Chemisches Potenzial des idealen Bosegases als Funktion der Tempera-
tur (v = const.).

No

p
Abbildung 31.2 Besetzungszahlen des idealen Bosegases fiir T < T.. Der dicke Balken

soll die makroskopische Besetzung des untersten Einteilchenniveaus fiir 7 < 7; darstellen,
Ny =ng = O(N).

[ No(T)

T, T

Abbildung 31.3 Anzahl N, der kondensierten Teilchen im idealen Bosegas als Funktion
von T.
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Fir T > T, ist np = @O (1) und kann weggelassen werden; damit bleibt (31.9) fiir
T > T giiltig. Fir Ny > 1 folgt aus (31.2)

1 kT kT
1 « Ny = ~ BT Vzeo IBD (31.20)
exp[Bleo—mw)I—=1 & —u —

Wir untersuchen keine Effekte, die auf der endlichen Grofle des Systems beruhen.
Daher betrachten wir den Grenzfall

\%4
N — 00, V — 00, v:N:const. (31.21)

In diesem Limes geht die Energie des untersten Einteilchenniveaus gegen null, g9 ~
h? /(m V2/3) = 0. Dies gilt auch fiir das chemische Potenzial unterhalb von 7¢:

No  ON) 00 (T'=T., N> o) (31.22)

n =
Der Grenzfall (31.21) wird thermodynamischer Limes genannt. Die Endlichkeit ei-
nes konkreten makroskopischen Systems spielt wegen der gro3en Teilchenzahl (et-
wa N = 10?*) im Allgemeinen keine Rolle. In der theoretischen Behandlung wird
daher der thermodynamische Limes verwendet.

Wir setzen 4 = 0in (31.19) ein:

N =N+ % ¢(3/2) (T <T) (31.23)

Fiir den zweiten Term schreiben wir

\% AV T\/? v (31.12) T\/?
— 3/ == —=¢3/2)={— —¢@3/2) =7 N|—
3 (B2 =35 75¢0/2) (T) 3 €6/2) -
(31.24)
Damit liegt die Temperaturabhingigkeit von No(7') fest:
3/2
1= (1) (T =1

No T,

. (31.25)

N 1

Dieses Ergebnis ist in Abbildung 31.3 skizziert. Fiir T < 7. geht ein endlicher
Bruchteil Ny/N aller Atome in den tiefsten Zustand. Man spricht auch von konden-
sierten Teilchen. Fiir 7 = 0 erhalten wir Ny = N, also den quantenmechanisch zu
erwartenden Grundzustand.

Die Tatsache, dass sich im idealen Bosegas eine diskrete Ubergangstemperatur
T ergibt und dass fiir T < T, ein endlicher Bruchteil aller Teilchen in den tiefsten
Zustand geht, wird als Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet. Dieser Effekt wurde
1924 von Einstein gefunden, der das ideale Gas mit der von Bose eingefiihrten
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Statistik untersuchte. Die Bezeichnung als Kondensation riihrt daher, dass ebenso
wie beim Ubergang gasformig-fliissig die kondensierten Teilchen nicht mehr zum
Gasdruck beitragen.

Das ideale Bosegas hat damit einen Phaseniibergang; das hei3t bei einer be-
stimmten Temperatur 7¢. dndert sich das Verhalten des Systems qualitativ. Wir wer-
den Phaseniibergiinge in Teil VI noch niher diskutieren und dabei auch auf die
Bose-Einstein-Kondensation zuriickkommen.

Wir berechnen die Energie des idealen Bosegases:

_ Vo 3. PP p?l
2Ty = G 2 owBeD [dp e (=5
p =1

(31.26)
B 3 3 Pl
L h)3 ZeXp(ﬂ“l) ( 8 az) /dp P (_2kaT)

Wie in (31.7) ist das Integral inklusive des Vorfaktors 1/ Q2nh)3 gleich 1/ (A3 13/2).
Die Ableitung d/9! ergibt dann —(3/2)/ (A31°/2), also

exp(Bul) 3 Vv
E(T,V,p) = —kBT = Z 5 =5 kT s esp@  (B1.27)

Dies gilt auch fir T < Tt, denn der Zusatzterm Npe&op vom niedrigsten Niveau
verschwindet wegen g9 = 0.

Wir berechnen die spezifische Wirme cy. Wir beginnen mit dem Fall 7 < T
(also 4 = 0 und z = 1) und erhalten hierfiir

o () 1 (dE\ 15w _15¢(5/2) 32
ks Nks (a_T)v,N 1PV = TG ( > =1
(31.28)

Bei der Differenziation ergab sich wegen T /A3 o« T°/? ein Faktor 5/2. Im letzten
Schritt wurde (31.24) verwendet. Dieses Ergebnis ist so zu interpretieren, dass die
N (T /T.)3/? nichtkondensierten Teilchen einen Beitrag der GroBe @ (kg) zur spezi-
fischen Wiarme liefern; die kondensierten Teilchen tragen dagegen nicht bei.

Wir betrachten nun den Fall 7 > T, in dem p und z Funktionen von 7 und v
sind. Aus (31.27) erhalten wir dann

ey (T) 1 (9E 15 v 3 , 3z
- = = T — 31.29
ks Nks <3T>v1v IR A A A3 85203 \ 37 ) ( )

Fir T > T. folgt das chemische Potenzial aus der Teilchenzahlbedingung (31.9):

1 = ;—3g3/2(z) (T > T)) (31.30)
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Cy

kg

Abbildung 31.4 Spezifische
Wirme des idealen Bosegases
T T als Funktion der Temperatur.

Wir leiten dies nach der Temperatur ab (fiir v = const.) und kiirzen den Faktor
v/A3:

0= = 6320 + (@) (2 (3131)
T SR TSR AT ) '

Hieraus bestimmen wir die partielle Ableitung (dz/d7),. Wir setzen diese Ablei-
tung in (31.29) ein, wobei wir auch (31.30) verwenden:

=BRSSO (T =T
kg 4 g3p(2) 485,k 4 gp@) 48120

(31.32)
Im letzten Schritt wurde z g/ (z) = g,—1(z) benutzt; dies folgt sofort aus der Defi-
nition (31.10).
Fiir hohe Temperaturen (13 /v <« 1) gilt z = exp (B) < 1. Mit der Niherung
2v(2) & z + z2/2" berechnen wir (31.32) in erster Ordnung in z:

T 3 3 3/2) (1. 3/2
Cvk(B)wi(l_l_ﬁ)%E[l_F%(?) i| (T > T.) (31.33)

Der fiithrende Beitrag ¢y (7) = 3kg/2 ist der klassische Grenzfall. Im Korrektur-
term mit z/ 27/2 wurde (31.30) in der fithrenden Ordnung, 7 ~ A3 /v, und (31.24)
verwendet. Das Ergebnis (31.33) erhilt man auch aus (30.17).

Aus (31.28) und (31.32) (man beachte g1,2(1) = oc) folgt derselbe Wert fiir
T=1:

ov(T)  15¢(5/2)

kg 4 £@3/2)

Ebenso wie No(T) ist die spezifische Wiarme ¢y (T) bei T = T, stetig, hat aber

einen Knick. Die Néaherung (31.33) ergibt ¢y (T;) ~ 1.846kg; sie ist damit auch

iber den Bereich 7' >> T hinaus brauchbar. Aus (31.28), (31.33) und (31.34) ergibt
sich das in Abbildung 31.4 skizzierte Verhalten der spezifischen Wirme.

In (31.15) haben wir aus der Dichte von fliissigem “He eine Ubergangs-
temperatur von 3.13 K erhalten. Tatsichlich zeigt nun fliissiges “He bei 7, = 2.17K
einen Phaseniibergang, den so genannten A-Ubergang. Da fliissiges >He keinen sol-
chen Ubergang zeigt, muss dieser Ubergang mit der Austauschsymmetrie verkniipft

~ 1925 (T =T%) (31.34)
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sein; denn die Wechselwirkung zwischen den Atomen ist fiir “He und *He prak-
tisch gleich. Da die Austauschsymmetrie und nicht die Wechselwirkung fiir den A—
Ubergang entscheidend ist, ist es sinnvoll, als einfachstes Modell das ideale Bosegas
fiir “He zu betrachten und die Bose-Einstein-Kondensation mit dem A-Ubergang zu
vergleichen (Kapitel 38).

Zustandsgleichung
Aus (29.44) erhalten wir fiir die thermische Zustandsgleichung
2E(T,V,N
P(T,V,N) = 3 % (31.35)

Die Energie E(T, V, N) ergibt sich fir T > T, aus E(T, V,u) und N(T,V, n),
(31.19) und (31.27), durch Elimination von u. Fiir T < T; geniigt es, u(7T,v) =0
in E(T, V, u) einzusetzen.
Wir diskutieren noch einige Besonderheiten der Zustandsgleichung fiir 7' < 7.
Zunichst wird (31.35) zu
2E(T,V,u=0) @127 ksT

P(T) = 3 v 3 £(5/2) (31.36)

Erstaunlicherweise hingt dieser Druck nicht vom Volumen V (oder von V/N) ab,
sondern nur von der Temperatur. Wegen (0 P/0V )7 = 0 setzt das System einer
Volumenverringerung keinen Widerstand entgegen. Vielmehr werden bei einer Vo-
lumenverringerung einfach mehr Teilchen ins Kondensat gedringt.

Im P-V-Diagramm bedeutet (0 P/0V )7 = 0 eine horizontale Isotherme (fiir
T < T.). Dies kann mit der horizontalen Isothermen des van der Waals-Gases
(Abbildung 37.2) verglichen werden. Entlang dieser Horizontalen erfolgt der Uber-
gang zwischen zwei Phasen (fliissig zu gasformig in Abbildung 37.2, kondensiert
zu nichtkondensiert hier).

Fir T < T, gilt u(v, T) = 0. Hieraus folgt aber nicht, dass auch s = (du/07T)p
verschwindet (was im Widerspruch zu (31.28) stiinde). Um s so zu berechnen,
miisste man erst v(7, P) in w(7T, v) einsetzen. Dann scheitert das weitere Vor-
gehen: Zunidchst gilt (du/0T)p = (du/dv)r Bv/0T)p + (/3T ),. Nun ist
(dv/dT)p = (0P /dT),/(dP/dv)r aber unendlich (wegen (d P/dv)r = 0). Die
thermodynamischen Beziehungen fiihren hier also zu einem unbestimmten Aus-
druck (der Form null/null). Die Groe u sollte daher bevorzugt als die Normie-
rungskonstante in den Besetzungszahlen (31.2) angesehen werden.

Die Aussage 0P/0V = 0 fir T < T ist in zweierlei Hinsicht zu modifizie-
ren. Zum einen haben die kondensierten Teilchen in einem endlichen Volumen eine
nichtverschwindende Nullpunktenergie. Damit ergeben auch sie einen endlichen
Beitrag zur Energie und zum Druck. Dieser Beitrag verschwindet erst im thermo-
dynamischen Limes (31.21); jedes reale System hat aber ein endliches Volumen.
Zum anderen gibt es im realen System (etwa in fliissigem Helium, das in Kapitel 38
noch niher diskutiert wird) Wechselwirkungen, die dann einen endlichen Wert von
dP/0V = 0 ergeben.
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Ideales Bosegas in einem Oszillator

Wir {ibertragen einige Ergebnisse auf den Fall eines idealen Bosegases in ei-
nem Oszillatorpotenzial. Die Einteilchenenergien im sphirischen Oszillator sind
Enynyn, = hw (ny +ny + n; + 3/2). Die Teilchenzahlbedingung

1

o0 o0 (0,0
N = Z Z Z (31.37)
ny=0 ny=0 n,=0

exp[,B (“E‘nxnynZ - :u)] —1

legt das chemische Potenzial u fest; der Summand ist die mittlere Besetzungszahl
fiir das Oszillatorniveau mit den Quantenzahlen n,, n, und n;. Das unterste Niveau
hat die Energie egop0 = 3%w/2 (anstelle von g9 — O fiir V — 00). Der Ubergangs—
punkt, bei dem die makroskopische Besetzung des Grundzustands erfolgt, ergibt
sich daher aus

3
i o= ho (31.38)

Fir T < T; gelten u = p. und Ennyn, — W = hony+ny+n;). WegenkgT > hw
kann die Summe in (31.37) als Integral ausgewertet werden. Dabei muss aber die
Besetzungszahl Ny des Oszillatorgrundzustands gesondert angeschrieben werden:

o0 o0 o0 1
N = Ny + dnfdnwfdn T <T,
’ fo “Jo o T explBhw(ng +ny +n)]— 1 ( )
(31.39)

Der Integrand ldsst sich als geometrische Reihe Y /2, exp(—[...]!) schreiben; die
einzelnen Integrale konnen dann elementar ausgefiihrt werden. Dies ergibt

ks T\
N =No+¢(3) (%> (T < Tp) (31.40)

wobei £(3) = Y 2, [73 ~ 1.202 ist. Die kritische Temperatur ergibt sich aus
Ny — 0, also

1/3
kT, = ho| — ) ~094hoN'/? 31.41
Bl “’(m)) “ Gl4b
Damit wird (31.40) zu
No _, (TY (T < T, (31.42)
N T, - '

Dies ist mit (31.25) zu vergleichen. Das Kondensat besteht aus allen Atomen, die
im Oszillatorgrundzustand sind.

Der thermodynamische Limes (31.21) verlangt eine endliche Dichte, V/N =
const. Das Volumen des jetzt betrachteten Systems ist proportional zu b, wobei
b = h/mw die Oszillatorlange ist. Der thermodynamische Limes lautet daher

N — o0, how — 0, N(i‘ia))3 = const. (31.43)

Damit ergibt (31.41) einen endlichen Wert fiir die Ubergangstemperatur T.
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Reales Bosegas in einer Atomfalle

Atome mit einer insgesamt geraden Anzahl von Fermionen, wie etwa ein Wasser-
stoffatom (1 Proton, 1 Elektron) oder ein Lithiumatom (7 Nukleonen, 3 Elektronen),
haben ganzzahligen Spin und sind daher Bosonen. Wir betrachten speziell Atome
mit einer ungeraden Zahl von Elektronen. Solche Atome haben ein magnetisches
Moment von der GroBe des Bohrschen Magnetons. Man kann nun einige 10° bis
etwa 107 dieser Atome in einer magnetischen Falle zusammen halten und auf tiefe
Temperaturen (unter 1076 K) bringen. In einer solchen Anordnung wurde erstmals
1995 fiir ’Rb- und 2*Na-Atome eine Bose-Einstein-Kondensation beobachtet. Al-
ternativ werden optische Atomfallen verwendet, in denen die Wechselwirkung iiber
(durch Laserlicht) induzierte elektrische Dipolmoment der Atome verlduft.

Die Krifte in einer Atomfalle lassen sich durch ein Oszillatorpotenzial anna-
hern. Wenn wir die Wechselwirkungen zwischen den Atomen vernachléssigen, kon-
nen wir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts anwenden. Aus (31.41) erhalten wir

T.~3-1007K  (firhw ~ 10 % kgKund N = 4 - 10%) (31.44)

als einen typischen Wert fiir die Ubergangstemperatur. Wegen der endlichen Anzahl
der Atome ist der thermodynamische Limes (31.43) nur ndherungsweise zu errei-
chen. Dies fiihrt dann dazu, dass der Ubergang nicht vollig scharf ist; ein Knick wie
der bei 7; in Abbildung 31.4 wird daher etwas ausgeschmiert.

Das Kondensat besteht aus den Atomen, die im Oszillatorgrundzustand sind. Im
Impulsraum bildet das Kondensat einen tiberhdhten Anteil mit kleineren Impulsen
(entsprechend dem Oszillatorgrundzustand), der sich neben der breiteren Impuls-
verteilung der anderen Teilchen deutlich abhebt. Schaltet man das Magnetfeld der
Falle ab, dann laufen die Atome geméal} ihrer Anfangsimpulsverteilung frei aus-
einander; die Dichte dieser expandierenden Wolke aus Atomen kann durch Licht-
absorption bestimmt werden.

Im unendlichen System ist das Kondensat von den anderen Teilchen rdumlich
nicht zu trennen. Dies ist bei der Bose-Einstein-Kondensation in der Atomfalle
anders: Die rdumliche Dichteverteilung besteht aus einer breiten Verteilung und
zusitzlich einer iiberhohten, schmalen GauBverteilung, die proportional zum Qua-
drat der Oszillatorgrundzustandswellenfunktion ist (und die Breite b = h/mw ~
10~%m hat). Diese Dichteverteilung kann durch Lichtstreuung gemessen werden.
Durch solche Experimente wurde die Bose-Einstein-Kondensation sowohl im Orts-
wie im Impulsraum nachgewiesen.

Die Dichte n des Gases in der magnetischen Falle ist sehr klein:

nlal® <1073 (31.45)

Hierbei ist a die Streulinge der s-Welle; es gilt a = (m/4mh?) f d3r V(r) mit
dem Atom-Atom-Potenzial V (r). Unter den betrachteten Bedingungen (Tempera-

UFiir eine kurze Einfiihrung in die Experimente sei auf W. Petrich, Physikalische Blitter 52 (1996)
345 verwiesen, fiir einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die Theorie auf den E-Print Theory of trapped
Bose-condensed gases von F. Dalfovo et al., cond-mat/9806038 im Archiv www.arxiv.org.
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tur 7 < 7. und Normaldruck) ist der thermodynamische Gleichgewichtszustand
des Systems eigentlich ein fester Korper. Wegen (31.45) sind Kollisionen aber so
selten, dass der (metastabile) Gaszustand hinreichend lange stabil ist.

Bisher haben wir die Atome in der Falle als ideales Gas behandelt. Die Vernach-
lassigung der Wechselwirkung zwischen den Atomen setzt voraus, dass ihr Energie-
beitrag Ej, klein gegeniiber der kinetischen Energie Ey;, ist. Fiir das Verhiltnis
dieser Energien erhilt man

Eint . N |Cl|

Ekin b
Dabei ist a die Streulinge und b = #4/mw die Oszillatorlinge. Das Verhiltnis
(31.46) kann viel groBer als 1 sein, auch wenn das Gas sehr verdiinnt (31.45)
ist. Dies fiihrt zu Abweichungen vom idealen Verhalten; die Ubergangstemperatur
bleibt aber etwa gleich.

(31.46)
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Aufgaben
31.1 Spezifische Wirme des Bosegases fiir hohe Temperaturen

Fiir die spezifische Wiarme des idealen Bosegases erhilt man

ev(T) _ 15 852(2) 9 83/2(2)
kg 4 g3pz) 4 g12(2)

(T =To)

Hierbei ist g, (z) die verallgemeinerte Riemannsche Zetafunktion, z = exp(fu),
und 7 ist die Ubergangstemperatur. Bestimmen Sie die beiden fiihrenden Terme
der spezifischen Wirme fiir 7 > T..

31.2 Bosegas im Oszillator

Das Kondensat eines idealen Bosegases im harmonischen Oszillator besteht aus
den Ny Teilchen im Grundzustand. Wenn ein Kondensat vorliegt, dann lautet die
Teilchenzahlbedingung

o0 o0 o0 l
N =Ny —I—/ dn / dn / dn (31.47)
o Jo TJo T explBho(y +ny+n)l—1

Die Oszillatorenergien sind ¢ = Aw(ny + ny + n; + 3/2). In den Ausdruck fiir
die mittleren Teilchenzahlen wurde © = 3/w/2 eingesetzt; dies gilt, wenn ein
endlicher Bruchteil aller Teilchen im Grundzustand ist.

Schreiben Sie den Integranden als geometrische Reihe Y 2, exp(—[...]!) und fiih-
ren Sie die Integration aus. Bestimmen Sie Ny als Funktion der Temperatur.

31.3 Bosegas in zwei Dimensionen

Zeigen Sie, dass es in einem idealen Bosegas in zwei Dimensionen keine Bose-
Einstein-Kondensation gibt. Werten Sie dazu den Zusammenhang zwischen der
Teilchenzahl N und dem chemischen Potenzial ¢ aus und diskutieren Sie das Er-
gebnis fiir u — 0.



