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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen

Definition 1.1 FEine Menge M ist eine Ansammlung von wohlunterscheidbaren Ob-
jekten, (den Elementen der Menge), welche durch eine Umfangsaussage zusammen-
gefafit werden.

Schreibweise: M = {x|x hat die Eigenschaft. ..}
Beispiel: M = {x|x ist Buchstabe des lateinischen Alphabets}

x € M bedeutet: x ist Element der Menge M.
x & M bedeutet: x ist kein Element der Menge M.

Definition 1.2 Sind M, und M, zwei Mengen, so bedeutet

1. My C My (M ist in M, enthalten): Fir jedes x € My gilt © € M.
My wird dann Teilmenge von My genannt.

2. My = My (M, ist identisch mit My ): Es ist sowohl My C My als auch My C M.

3. My ¢ My: My ist nicht in My enthalten, d. h. es gibt (mindestens) ein Element
x € My mit x ¢ M.

Aus formalen Grinden wird die leere Menge O eingefiihrt. () enthdlt kein Element.

Um den schreibtechnischen Aufwand zu verringern, werden die folgenden Abkiirzun-
gen eingefiihrt:

Definition 1.3 Sind A und B Aussagen, so schreibt man

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1. AN B fir: ,Sowohl A als auch B“ (A und B)

2. AV B fir: ,A oder B (oder beides)“

3. A= B fiir: ,Aus A folgt B*

4. A <= B fir: ,A dquivalent zu B“: (A = B) A (B = A).
Definition 1.4 Sind M, My Mengen, so bedeutet

1. My UM, :={x|x € My Vx € My} die Vereinigung von My und M.

2. My N My :={z|x € My ANz € My} der Durchschnitt von M; und Ms.

3. My \ My :={z|z € My ANz ¢ My} die Differenz von M, und M,.

Hdiufig sind eine sogenannte Obermenge 2 und Teilmengen A, B,C, ... C §2 gegeben.
Dann bedeutet A° = AY(Q) := {z|zr € QAz ¢ A} = Q\ A das Komplement von a
beziiglich der Menge S2.

Definition 1.5 Sind Ay, A, A3, ... Mengen, so bedeutet

UAr=404,0450..
k=1

ﬁAk:AlﬂA2ﬂA30....
k=1
Satz 1.6 Fir die Mengenoperationen U, N gilt:
1. AUB=BUA,
2. ANB=BNA,
3. (AUB)UC =AU (BUC(C),
4. AN(BNC)=(AnB)NnC,
5. (AuB)NC=(AnC)u(BNC).
Wenn Klammern fortgelassen werden, so geht N vor U, d. h.
AUBNC:=AuU(Bn(O),

ANBUCND:=(ANB)U(CND).
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1.2 Reelle Zahlen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit Zahlenmengen.

Z
i

{z|x =1,2,3,...} : Menge der natirlichen Zahlen,
{z|x =0,£1,+£2,...} : Menge der ganzen Zahlen,

Q = {z|lrt=p/q, p,q€Z, ¢ #0, p/q=p1/q genau dann, wenn
p-q1 =p-p1}: Menge der rationalen Zahlen.

N
i

Versehen mit den Grundrechenarten +, - bildet die Menge der rationalen Zahlen be-
kanntlich einen Korper.

Jedes v € Q kann durch einen endlichen oder periodischen unendlichen Dezimalbruch
dargestellt werden.

Beispiel 1.7 1/16 = 0,0625; 1/13 =0,076923 O

Umgekehrt ist jeder endliche oder unendlich periodische Dezimalbruch eine rationale
Zahl.

Allerdings treten auch Zahlen auf, die nicht rational sind, z. B. die Léinge einer Dia-
gonalen in einem Quadrat mit rationaler Seitenlinge oder der Umfang eines Kreises
mit rationalem Radius.

Insofern ist es notig, diese Menge der rationalen Zahlen zur Menge der reellen Zahlen
zu ,vervollstandigen®.

Wir definieren zunéchst die Menge der reellen Zahlen als die Menge aller rechts vom
Komma beliebig langen Dezimalzahlen und bezeichnen diese Menge mit R.

R := {z|z ist eine rechts vom Komma beliebig lange Dezimalzahl}

Die Menge der reellen Zahlen veranschaulichen wir auf einer Zahlengeraden (Abb.
1.1).

Dazu werden die Punkte 0 und 1 festgelegt, die reellen Zahlen werden dann maf-
stabsgetreu auf der Geraden abgetragen. Rechts von der Null die positiven, links die
negativen Zahlen.
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-1 0 1 V2 2

Abbildung 1.1: Reelle Zahlengerade

1.3 Ungleichung, Betrag
Eine beliebige reelle Zahl a erfiillt genau eine der drei Méglichkeiten
a =0V a positiv V a negativ.

Ist @ negativ, so schreibt man a < 0 (a kleiner als Null),

a positiv, so schreibt man a > 0 (a groBer als Null).

Definition 1.8 Fir a,b € R sagt man

1. a <b (a Kkleiner als b) genau dann, wenn b —a > 0,
2. a>b (a groBer als b) genau dann, wenn a —b > 0,
3. a < b (a kleiner oder gleich b): (a < b) V (a =b),

4. a>b (a grofer oder gleich b): (a > b) V (a =b).

Satz 1.9 FEs gilt

(1) a<b b<c=a<cg,

(2) a<b = a+c<b+eg,

(8) a<b, ¢>0=a-c<b-c,

(4) a<b, ¢c<0= a-c>b-c,

(5) 0<a<b = {a< /b firjedesk cN.

Analoges gilt, wenn < durch < ersetzt wird.
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1.3.1 Betrag einer reellen Zahl
Wenn wir die reellen Zahlen durch Punkte auf der Zahlengeraden darstellen, so ist

der Abstand einer reellen Zahl a zum Nullpunkt gleich dem Abstand von —a zum
Nullpunkt; diesen ,,Abstand“ nennen wir den Betrag von a.

Definition 1.10 (Betrag)

1l { a, wenna >0,
al =

—a, wenn a <0.
Damit gilt: |a| > 0, |a] =0 <= a=0.

Satz 1.11 Weitere Figenschaften des Betrages:

1. |a-b] = |a] - [0,
2. b# 0= [a/b] = |al/|0],

3. |la| = |ol| < Ja +b] < |a] + |b]

Dreiecksungleichung

Beispiel 1.12 Man bestimme alle x € R, welche jeweils die folgende Ungleichung
erfiillen:

1. 1< H2 <9
<=5 <

Zunichst ist © = 0 auszuschlieflen: = # 0.

1+«
x

1
1< <2<4= 1<-+41<2 <= 0<1/z<1.
X

Da fiir z < 0 auch % < 0 ist, kann die linke Ungleichung fiir < 0 nicht erfiillt
werden. Fiir > 0 erhélt man

0<-<1l<«=0-z<1l/z-2<1l-2 <= 0<1<uz,

8|

also erhilt man: Die Ungleichung ist fiir alle z > 1 erfiillt.
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2. |2H] <2 2 # —1. Es ist

z+1
v4+4] v +4
r4+1] |r+1
Da |z + 1| > 0 ist, darf die Ungleichung Iiiﬂ < 2 mit |z + 1| multipliziert

werden, also wird die Ungleichung genau dann erfiillt, wenn |z + 4| < 2|z + 1].

Fallunterscheidungen:

(a) 2 < 4= |z+4|=—(z+4), [z+1]| = —(z+]), —v-4 < -22-2 =
x < 2; Losungsmenge L, = {z|z < —4}.

(b) 4<z<—-1=|z+4|=2+4, |z+1|=—(2+1), 2+4 < 222 <=
3r < —6 <= 1z < —2; Losungsmenge Ly = {z| —4 <z < —2}.

(c)z>-1=|z+4=x+4 [z+1l=0+1, 24+4< 20 +2 =2 < x;
Losungsmenge Ly = {z|z > 2}.

Es wird nun gezeigt: a? < b? <= |a| < |b].
1. Ist Ja| < || = |a|* < |b| - |a] und |a| - |b] < [b]*> = |a|* < |b]* = a* < V?.

2. Giibe es ein Zahlenpaar a,b € R mit a*> < b? und |a| > |b], dann folgt in der
gleichen Schlufiweise wie unter 1, daf§ fiir dieses Zahlenpaar sowohl a? < b? als
auch a? > b? gelten miifite. Diese Aussagen widersprechen einander. Damit kann
es keine a, b geben, mit a? < b* und |a| > [b]. Also gilt a® < b = |a| < |b].

Sind nun «, 8 € R mit o, f > 0, so gilt

a>f = Vaz\/B (a=8 <= Va=p).

Dies folgt unmittelbar aus dem Vorhergehenden, denn gilt o > 3 > 0, so setze man

a=+/a, b=+/B.Ist a =, so ist auch \/a = /B und umgekehrt.

1.4 Beweismethoden

Zum Schluf} des letzten Abschnitts wurde gezeigt, dafl zwei Aussagen dquivalent sind.
Dabei wurden zwei Schlulweisen benutzt, die hier ndher erldutert werden sollen.
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1.4.1 Direkter Beweis

Zum Beweis der Aussage A geht man hierbei von einer wahren Aussage B aus und
gelangt durch logisch einwandfreie Schlufifolgerungen zur Aussage A.

Beispiel 1.13 Behauptung: Fiir alle a,b € R mit a,b > 0 gilt
1
é(a + b) >Vva- b

(Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel).

Beweis: Sind a,b € R, so gilt
(a—b)*>0 a’> —2ab+b> >0 |+ 4ab
a? + 2ab + b* > 4ab
(a+0b)*>4dab |/
la+b]>Viab |a+b>0
a+b>2Vab

a;—bZ b

el

1.4.2 Indirekter Beweis

Hierbei benutzt man, dafy die mathematische Logik zweiwertig ist, d. h. eine Aussage
kann nur wahr oder falsch sein. Ist die Aussage A zu beweisen, so kann man von der
Annahme ausgehen, daf§ A falsch wire. Gelangt man dann durch logisch einwandfreie
Schliisse zu einer falschen Aussage B, so ist die Annahme, daf§ A falsch ist, nicht
wahr, also gilt die Aussage A.

Beispiel 1.14 Behauptung: Ist a > 0, so gilt a + % > 2.

Beweis (indirekt): Angenommen, es existiere ein ¢ € R mit @ > 0 und a + + < 2,
dann folgt a? + 1 < 2a = a* — 2a + 1 < 0 = (a — 1)? < 0. Die letzte Aussage ist
falsch, da fiir alle a € R gilt: (a — 1)? > 0. Also ist die Behauptung richtig. O
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1.4.3 Beweis durch vollstindige Induktion

Des oOfteren ist eine zu beweisende Aussage A = A, von einem Laufindex n € N
abhingig, dann benutzt man hiufig folgende Beweisanordnung;:

1.Schritt: Induktionsanfang: Man zeigt, da} A, fiir n = 1 gilt.

2.Schritt: Induktionsannahme: Man setzt voraus, dafl A, fiir ein n > 1 wahr ist
(bzw. Ay fiir alle £ < n fiir ein n > 1 wahr ist).

3.Schritt: Induktionsschlufl: Mit Hilfe der Annahme, daf§ A, fiir ein n > 1 gilt, zeigt
man, dafl A, wahr ist. Ist dies gelungen, so gilt die Aussage A, fiir allen € N.

Bemerkung: Ist die Aussage A, fiir n = ng, ng+1,no+2, ... zu beweisen (ng eine ganze
feste Zahl), so zeigt eine einfache Umnumerierung (ng <> 1,ng+1 <> 2,...,ng + k <>
k+1,...), daBl das Beweisverfahren auch fiir diesen Fall anwendbar ist.

Beispiel 1.15 Behauptung: Fiir alle n € N gilt:
14+3+45+...+2n—1=n?
Beweis durch vollstédndige Induktion:

1. Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt 1 = 12.
2. Induktionsannahme: Fiir ein n > 1 gelte 1 +3+5+...+2n — 1 =n?

3. Induktionsschlufl: (n — n + 1) Es ist

1+3+5+...+2n—1+2(n+1)—1
= (1+34+5+...+2n—-1)+2n+1

Induktiorgannahme ng +on+1
= (n+1)%
Damit gilt 1 +3+5+...+2n — 1 =n? fiir allen € N. O

Beispiel 1.16 (Bernoullische Ungleichung)
Fiir alle z € R mit x > —1 und n € N gilt:

1+z)">14n-x

Beweis induktiv:
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L. n=1)(0+2) ! =14z- 1= (1+2)' >1+1-2.
2. Es gelte fiirein n > 1: (1 4+ )" > 1+ na.

3. (n - n+1:) Aus (1+2)" > 1+nzr und 1 +2 > 0 folgt (1 + z)" ™' >
(1+nz)(1+2z) =1+ (n+ 1)z + nz? Aus na? > 0 folgt 1 + (n + 1)z + na? >
l+(n+l)e= (1+2)""' >1+(n+1)

O

Also gilt (1 + )" > 1+ nx fir allen € Nund z > —1.

1.5 Geometrische Summe, Binomische Formel

Definition 1.17 Fir die Summe der Zahlen ap,, Gy, ..., 6, (m < n) setzt man

n
Zak =yt Ay + ...+ a, (myn€Z).

k=m

k heiffit Laufindex, m untere Grenze, n obere Grenze.

Analog definiert man das Produkt
n
H ag = A * Qi1 * Gy

k=m

n

Beispiel 1.18 1+2+3+...4+n= >k,
k=1

1—4494...+ (=) n? =3 (—1)" 12

Eine der wichtigsten Summen ist die Geometrische Summe

Su(g) =) 4", qeR g #0.
k=0

Fiir ¢ = 1 erhilt man S,(1) = >} _,¢" =n+1.
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Ist ¢ # 1, so ist

n

Sulg) =) F=1+q+¢+... +¢" "+,
k=0

n
an(q):qu+1:q+q2++qn71+qn+qn+l
k=0

= (1-¢)S.(q) =1 — g™, also erhiilt man

+1

Zq =——— firg#1,g#0.

Damit diese Formel auch fir ¢ = 0 giiltig ist (was manchmal in den Anwendungen
bendtigt wird), definiert man hier 0° := 1

Sind a,b € R und ein n € N gegeben, so nennt man a+ b ein Binom, und es ist hiufig
niitzlich, die Summe zu kennen, welche beim Ausmultiplizieren der Potenz (a + b)"
entsteht. Man erkennt sofort, daf diese Summe iiber die Produkte a"* . bF k =
0,1,...,n zu bilden ist:

(a + )" }:A a" kb

Im folgenden wollen wir die Binomialkoeffizienten A, j bestimmen. Zunéchst erkennt
man sofort, dal A, = 1 und A, , =1 gilt, da a" und b" beim Ausmultiplizieren
genau einmal auftreten.

Firn=11ist (a+b)'=1-a+1-b, also
Ap=1, A, =1

Um auch die Binomialkoeffizienten A, 5, k =1,2,...,n—1, zu berechnen, stellen wir
zunéchst eine Beziehung zwischen A, ; und A, her. Es ist

n+1

(a+b)n+1 — ZAR+1J€ an+1fk bk
k=0

= (a +0)"(a+0b)
= }:A a" % ) (a + b)
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n n
— E :An,k an—l—l—k bk 4 E :An,k an—k bk—l—l
k=0 k=0

= Apoa™ 00+ Z(Ank + Ay gr) ca" RN 4 A o
k=1

Koeffizientenvergleich ergibt
An+1,k; == An,k; + An,k;fl fiir k = 1, 2, .., N (11)

Zusammenfassend erhélt man: A, = A,, = lund A,y = App + App1, k =
1,2,...,n.

Dies fiithrt zum Pascalschen Dreieck

Jeder Koeffizient dieses Schemas ist wegen (1.1) die Summe der beiden schrig iiber
ihm stehende Koeffizienten der vorhergehenden Zeile. An den Réndern links und
rechts steht jeweils eine 1.

Mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks konnte man die Binomialkoeffizienten fiir jedes
n € N berechnen, allerdings wére dies fiir grofle n sehr aufwendig. Zudem wére es
sehr niitzlich, eine allgemeine Formel fiir die Binomialkoeffizienten zu finden. Dazu
wird zunéchst definiert:

Definition 1.19 (Fakultit) Firn € N

n! = H k=1-2---n (lies: n-Fakultit), 0! := 1.
k=1

Definition 1.20 (Binomialkoeffizienten) Firn € N, k=0,1,...,n

n n! nn—1)---n—k—-1) .
( >: bl = ( ) k'( ) (lies: n iber k)
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Wir zeigen nun: (Z) = A,k

Zunachst ist

Auflerdem gilt fir 1 <k <n

(Z) * (k i 1> - k’!(nni PIRRTE 1)!(Z!+ 1 h)!

n!
" i l-—k+k
g EER)
(n+1)!
Mot 1 k)

~(n+1
= L)
Damit ist (Z) = A, und man erhilt die Binomische Formel
(a+0b)" = z”: <n> a™
P )
k=0
Setzt man a = b =1, so folgt

2“:(1+1)”:zn:<z>.

k=0

Mit a =1, b = —1 folgt

0=(1—1)"= i(—n’“ (Z)

k=0

Weitere Eigenschaften der Binomialkoeffizienten:

1(?) +2<’;> ++n(Z> ot



Kapitel 2

Raumliche Vektorrechung

2.1 Geometrische Definitionen

In den Naturwissenschaften und in der Technik gibt es sogenannte skalare Grofien
(z. B. Temperatur, Linge, Masse, Energie, Widerstand, Kapazitit usw.), welche durch
eine Mafizahl bestimmt sind, aber auch Grofien, welche erst durch die zusétzliche
Angabe ihrer , Wirkrichtung festgelegt werden (z. B. Kraft, Weg, Geschwindigkeit,
Beschleunigung, Impuls usw.). Letztere stellt man zweckmiflig durch eine gerichtete
Strecke dar (AB: vom Anfangspunkt A zum Endpunkt B). Da hiufig nur die Maflzahl
(Lénge der Strecke) und die Wirkrichtung der gerichteten Grofle von Interesse sind,
definiert man:

Definition 2.1 Alle im 3-dimensionalen Anschauungsraum gegebenen gerichteten
Strecken, welche durch Parallelverschiebung ineinander iberfihrt werden kénnen, stel-
len den gleichen Vektor dar. (Abb. 2.1)

L

Abbildung 2.1: Vektor

Vektoren bezeichnen wir durch: a, 5, .... Eine gerichtete Strecke wird eine Darstel-
lung (Représentant) des Vektors genannt. Die Linge der gerichteten Strecke wird der
Betrag des Vektors genannt und durch |d| bezeichnet.

13
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Aus formalen Griinden wird der Nullvektor 0 eingefihrt. Dieser besitzt keine Richtung
und es ist |0] =0 (zum Punkt ausgearteter Vektor).

Aus zwei Kriften El und EQ erhélt man geometrisch eine resultierende Kraft /;3 (Abb.
2.2). Dies legt nahe, eine Addition von Vektoren geometrisch zu definieren:

Definition 2.2 Legt man den Anfangspunkt von b in den Endpunkt von @, so wird der
Vektor, der vom Anfangspunkt von a zum Endpunkt von b fihrt, mit @+ b bezeichnet.

Abbildung 2.2: Vektoraddition

Man erhélt (s. Abb. 2.3 und 2.4):

i+b=0b+a,

Abbildung 2.3: Kommutativgesetz der Vektoraddition

Der Vektor, der den gleichen Betrag wie d@ hat, aber die entgegengesetzte Richtung
von @ besitzt, wird mit —d bezeichnet.

Dann gilt:
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Abbildung 2.4: Assoziativgesetz der Vektoraddition

Definition 2.3 (Multiplikation mit einem Skalar) Ist « € R, so ist

Vektor mit Richtung von d, |ad| = || - |d| fir o> 0,
a-d=14 0 fiir a =0,
Vektor mit Richtung von — d, |ad| = |af-|d| fir a <O0.

Satz 2.4 Die so definierten Vektoren erfillen mit den oben definierten Rechenopera-
tionen die sogenannten Vektorgesetze:

SIh

1. d+b=0+

(@+b)+é=a+ (b+0)

NS St e e
ST

8. a(@+0b) =ad

Definition 2.5 (Linearkombination) Sind d,...,d, und aq,...,a, € R gegeben,
so mennt man d = aqdy + Qads + . ..+ a,d, = 22:1 oy eine Linearkombination der
Vektoren dy, ..., d,.
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Definition 2.6 (Lineare Abhéingigkeit) Die Vektoren dy,ds. .., d, werden linear
abhingig genannt, wenn es reelle Zahlen cy, cs, . .., ¢, gibt, von denen mindestens eine
nicht Null ist, so dafs

cld'l + 0262 + ...+ cnc_in = 6 (21)

gilt.

Ist die Linearkombination (2.1) genau dann gleich dem Nullvektor, wenn alle
€1y .., Cy gleich null sind, so werden dy,ds ..., d, linear unabhéngig genannt.

(Sind alle Vektoren @y, ..., d, parallel zu einer festen Ebene, so nennt man sie kom-
planar.)

Aus der Definition (und der Geometrie) erhilt man

Satz 2.7 1. Gehort der Nullvektor zu d.,...,d,, dann sind di,...,d, linear
abhdngig.

—

2. 6,57& 0; EL’,E linear abhingig <— a = ab = i parallel zu 5,

—
—

3. a, g, ¢ # 0; @, g, ¢ linear abhdingig <= d,b, ¢ komplanar.

Im dreidimensionalen Anschauungsraum konnen maximal drei Vektoren dy, ds, dsz li-
near unabhdngig sein. Ist also n > 4, dann sind d., ..., d, linear abhdingig.

Satz 2.8 Sind d,, dsy, ds linear unabhdngig, dann gibt es zu jedem Vektor @ eindeutig
bestimmte Zahlen ¢y, ¢y, c3 mit

a= 01&1 + Cg&z + 0363.

Man nennt dann d,, ds, ds eine Basis und ¢y, ¢y, c3 die Koordinaten von @ beziiglich
der Basis dy, ds, d3.

Der Vorteil einer Basis ist offensichtlich, denn sind a, b gegeben, «, f € R, so ist
a = 0161 + 026_1:2 + 036_1:3, b = dld'l + dzaz + dgc_ig und ad + 5[) = (OéCl + Bdl)d'l +
(aeg + PBds)ds + (e + PBds)ds, d. h. die geometrisch definierten Rechenoperationen
»,Addition“ und ,, Multiplikation mit einem Skalar® werden komponentenweise zu den
bekannten reellen Rechenoperationen ,+“ und ,,-“.

Wir werden zweckméfigerweise eine ausgezeichnete Basis festlegen und mit dieser
Basis ,,rechnen“. Allerdings wollen wir zunéchst noch zwei Produkte zwischen Vek-
toren einfithren und dann die Basis so wihlen, dafl auch diese Produkte moglichst
,bequem* mit Hilfe der Basis in Rechenoperationen iiberfithrt werden kénnen.
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Zur Einfiihrung des Skalarproduktes zweier Vektoren wollen wir uns wieder an einem
physikalischen Beispiel orientieren. Sind Kraft und Weg gleichgerichtete Gréfien, so
erhélt man bekanntlich die geleistete mechanische Arbeit aus dem Produkt zwischen
der Linge des Weges und dem Betrag der Kraft.

Sind Weg und Kraft nicht gleichgerichtet, so zerlegt man die Kraft k in eine Kompo-
nenten k; in Richtung des Weges 5§ und eine dazu senkrechte ks (siche Abb. 2.5). Ist
o der Winkel zwischen % und 3, so ist der Betrag von k: |k| cosa (0 < o < 90°), und
man erhélt fiir die Arbeit (in Richtung des Weges):

A =13 |K| - cosa.

Abbildung 2.5: Skalarprodukt

Dies legt folgende Definition nahe:

Definition 2.9 (Skalarprodukt (Innenprodukt)) Sind @ , b # 0 und ist o der
Winkel zwischen a und Z_): s0 wird

@b = || - |b] - cos
das Skalarprodukt zwischen @ und b genannt; a0 =0, 0 = 0.
Satz 2.10 Es gilt dann:

1. @ = ba

2. @b+ = db+ac
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jod-d=a?>0, @@d=0 < d=0

1,3 und 4 folgend fast unmittelbar aus der Definition und 2 aus geometrischen Uber-

legungen (s. Abb. 2.6).

Abbildung 2.6: Eigenschaften des Skalarprodukts

Sind 6,5 #£ 0, so folgt aus der Definition, daf @b = 0 genau dann, wenn a und b
senkrecht zueinander sind.

Mit Hilfe des Skalarproduktes lassen sich der Kosinussatz und damit als Spezialfall
der Satz des Pythagoras recht elegant herleiten:

Satz 2.11 (Kosinussatz) Fir ein Dreieck mit den Seitenlingen a,b, ¢ und Winkel
a zwischen a und b gilt

a? + v =%+ 2abcosa

(s. Abb. 2.7).

Abbildung 2.7: Kosinussatz
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Beweis: Esist 2 =|d2=|ad—b2= (G—0b)(@—b) = |@|]>+|b]> — 2ab = |a|] + |b]? —
2|d||b| cos a.
Mit @ = |@| und b = |b] folgt dann 2 = a2 + b2 — 2abcos o

Ist « ein rechter Winkel, so folgt der Satz des Pythagoras

¢ =a®+ b’

Definition 2.12 Sind die drei Vektoren d, 5,5 linear unabhdngig, so sagt man, sie
bilden ein Rechtssystem, wenn sie folgendermafien angeordnet sind:

Schaut man auf die durch d und b aufgespannte Ebene, in der d und b so angeordnet
sind, dafy man @ in mathematisch positiver Richtung (also entgegen dem Uhrzeiger-

sinn) drehen muf, um unter Uberstreichen des kleineren Winkels zu b zu gelangen,
dann weist € in Richtung des Betrachters (s. Abb. 2.8).

Abbildung 2.8: Rechtssystem

Definition 2.13 (Vektorprodukt (duBeres Produkt)) Sind @,b # 0 und ist a
der Winkel zwischen @ und b (0 < a < 180°), so wird mit @ x b derjenige Vektor
bezeichnet, der den Betrag |d x b| := |@| - |b| - sin « besitzt und sowohl zu @ als auch zu

— —

b derart senkrecht ist, daf$ d,b,d x b ein Rechtssystem bilden. Es ist @ X b= 0, wenn
@ =0 oder b =0 oder wenn a = 0° bzw. o = 180° st

Damit gilt:
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S
/
/

ST

Abbildung 2.9: Vektorprodukt

Satz 2.14 EL’,b linear abhingig <= a x b=0.

Da |@| - |b] - sina der Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms

ist, erhdlt man fir den Fldcheninhalt des von @ und b aufgespannten Dreiecks:
F=-laxbl.

Es sel nun @ X b # 0, dann kann man b = b, + b, in eine zu d_linear abhingige

Komponente b und eine zu @ senkrechte b zerlegen. Dann ist ixb=dx b und fiir

jeden Vektor ¢ mit ¢,, = b erhélt man @ X ¢ = @ x b, so dafl man beim Vektorprodukt
(ebenso wie beim Skalarprodukt) keine Division definieren kann (vgl. Abb. 2.10).

1\5

n

oy
S

Y
Y

-

b

SI

Abbildung 2.10: Vektorprodukt — Mehrdeutigkeit

Auflerdem gelten folgende Gesetze:
Satz 2.15 (V1) @x b= —bx @,
(V2) (A@) x b= \@ x b) =ax (\b) fir alle A € R,

(V3) (@+b)xé=axc+bx¢e
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Beweis: (V1) und (V2) erhilt man fast unmittelbar aus der Definition des Vektor-
produktes.

Zum Nachweis von (V3) beachte man, daff man wegen ( 2) |¢] = 1 voraussetzen
kann (fiir @ = 0 ist (V3) ohnehin erfiillt). Bezeichnen an, und ( b), die zu @
senkrechten Komponenten von @, bund @+ b 50 ist @, + bn ( + ﬂ) und es geniigt,

(@, + bn) x & = @, x &+ b, x & nachzurechnen. Wegen |¢é] = 1 erhilt man aber
dy X C, gn x ¢ und (@, + I;n) X C aus a,, Z;n und a,, + I;n durch eine Drehung um 90° in
einer zu ¢ senkrechten Ebene, so daf§ (@, + 511) X C= 0, X C+ l;n X ¢ unmittelbar aus
(@ + b)y = @y, + by, folgt (s. auch Abb. 2.11, & denke man sich dabei senkrecht zum
Blatt nach oben gerichtet). O

Abbildung 2.11: Vektorprodukt — Eigenschaft (V3)

2.2 Koordinatendarstellung von Vektoren

Kehren wir wieder zu dem Problem zuriick, eine méglichst zweckmiflige Basis festzu-
legen, so ist es am giinstigsten, die Basisvektoren @y, ds, d3 zueinander senkrecht zu
wihlen, sie zur Linge 1 zu normieren und sie so anzuordnen, daf} sie ein Rechtssystem
bilden, da dann sowohl das Skalarprodukt als auch das Vektorprodukt zwischen ihnen
am einfachsten zu bilden ist.

Definition 2.16 (Orientierte Orthonormalbasis) Sind die Vektoren €, €, €3
paarweise zueinander senkrecht, besitzen sie den Betrag 1 und bilden sie in der Reihen-
folge €1, €5, €5 ein Rechtssystem, so wird €1, €y, €3 eine orientierte Orthonormalbasis
genannt.
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Ist die Basis €, €;, €5 festgelegt, so 148t sich jeder Vektor @ eindeutig als Linearkom-
bination von €7, €5, €3 darstellen:

d = a1€] + az€s + a3€s,
und da @ durch seine Koordinaten ap, as, as bestimmt ist, schreibt man kurz
a = (a1, as,as).
In einen festgelegten Nullpunkt O legt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem,

dessen Achsen in Richtung von €1, €5, €5 liegen.

Trigt man in dieses Koordinatensystem die Koordinaten von @ = (a1, as, as) ein, so
erhélt man einen Punkt P und der Vektor @ wird durch die von 0 nach P gerichtete
Strecke dargestellt (s. Abb. 2.10).

Z
A
- a3
7
L0
’ |
// !
/ |
4 |
7
P, A
| ! A
| = |
| a |
1 | =
I I €3
| )
| | 1
! G2 , — -
| , S ”
7/
A am y
! // €1
| Y
| // 1
I/
ax
X

Abbildung 2.12: Darstellung eines Vektors

Insbesondere sind €; = (1,0,0),¢e; = (0,1,0), €5 = (0,0, 1).



2.2. KOORDINATENDARSTELLUNG VON VEKTOREN 23

2.2.1 Rechenoperationen fiir Vektoren in Koordinatendar-
stellung:

Addition und Multiplikation mit einem Skalar
a = (ay,az,as), b= (b1,b,b3), A€R

i+b = (a1, a2, a3) + (by, ba, b3)
(a1 —+ bl, a9 + bg, as —+ bg),
A = )\(al,ag,ag) = ()\al,)\aQ,)\ag).

Skalarprodukt

Da €, €, €3 paarweise senkrecht sind, gilt mit @ = a1€] + as€> + a3z, b = bie] +
bo€y + bz€s

a-b = a1b1 5151 +a1b2 5152 +a1b3 5153
~—~ ~—~ ~—~
=1 =0 =0

+ a2b1 5251 +a2b2 5252 +a2b3 5253
~~ ~~ ~~
=0 =1 =0
+ a3b1 5351 +a3b2 5352 +a3b3 5353
~~~ ~~~ ~~~
=0 =0 =1
= a1b1 + a2b2 + a3b3,

Also: Eig = (al, as, ag)(bl, bg, bg) = albl + CLng + a3b3.

Vektorprodukt

Da €7, €5, €5 ein Rechtssystem bilden, gilt:

€1X€2:€3, €2X€3:€1, é},X _’1:52, €2X€1:—53, é},xé'g:—é'l, é’lxé},:—é’g
undé’lxé}:O, €2X€2:0, é},xé'g:().
Mit @ = alé} + 0252 + a3€3, b= blgl + bggz + bgé}, und (VQ), (V3) erhilt man
axb = a1b1 51 X 51 +a1b2 51 X 52 +a1b3 51 X 53
S—— —— ——
=0 =€3 =—ey

+ Gle 52 X 51 +a2b2 52 X 52 +a2b3 52 X gg
S—— SN—— SN——

=—€3 =0 =€
+ a3b1 53 X 51 +a3b2 53 X 52 +a3b3 53 X 53
SN—— SN—— SN——

=é2 =—€1 =0

= (agbg — a3b2)€1 + (agbl — a1b3)€2 + (a1b2 — 0@[)1)53,
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also
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(ala a2, a3) X (b17 b27 b3)

(azbs — asby, asb; — a;bs, a1by — a2b1).

Merkregel (nach Sarrus) fiir das Vektorprodukt:

€l €9 €3 €1 €9
¢ X% N v
a a9 as ay a2
v X b ¢
— b1 b2 b3 bl b2 +
v v v ¢ ¢ ¢
—a2b1€3 —a3b2€1 —a1b3€2 +a2b3€1 +(l3b1€2 +a1b2€3 .
Beispiel 2.17 @ = (2,—-1,1), b= (1,1,2).
i+20 = (2,-1,1)4+2-(1,1,2)
= (2 +2 L,—-1+2-1,1+2-2)
= (4,1, )
a-b = (2,-1,1)(1,1,2)
= 2- 1+( 1)-1+1-2
= 3
axb = (2,-1,1)x (1,1,2)
= (-1-2-1-1,1-1-2-2,2-1—(=1)-1)
= (=3,-3,3).
O
2.2.2 Mehrfache Produkte
Definition 2.18 (Spatprodukt) [@,b,d] := @(b x 7).

Mit @ = (al, as, a3), g: (bl, bg, bg), c= (01,02, 03) erhilt man

[6_1:, I_): 6] = a (b203 — bgcz) + CLQ(bgCl — blcg) + ag(b102 — bZCl)-
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Merkregel:
ai
N\
by
e
v v

—a3b201 —a1b302

a9 as aq a9
e e v

by b3 by by
N N pY

Cy C3 C1 Cy

v p pY p

—a2b103 +a1b203 +a2b301 +a3b102 .

Sind d, 5, ¢ linear unabhingig, so erhélt man durch

VZH@,E,EH

das Volumen des durch @, b, ¢ aufgespannten Spates (Abb. 2.13).

ST

Abbildung 2.13: Spatprodukt
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Beispiel 2.19 Man berechne das Volumen des durch @ = (1, -1, 1), b= (1,2,2) und
¢=(—1,1,1) aufgespannten Tetraeders.

1

VTet. - 6

1 -
VSpat = VTet. — 6| [CL, b7 E] |7

Satz 2.20 (Eigenschaften des Spatproduktes)

a, b, =0 < a, b, & sind linear abhdngig.

- —

[@,b,d =[¢adbl =[bca=-[bad=—[acb =—[¢b,a.

[@,b,d] =6 = Vi, = 1.
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Mehrfache Vektorprodukte, Entwicklungsséitze (ohne Beweis)

Satz 2.21

2.3 Geometrische Anwendungen der Vektorrech-
nung

Ist o der Winkel zwischen den Vektoren @ und b, (a, b # 0), so ist nach Definition:
@ -b=|al-|b| - cosa.

Mit @ = (al,a2,a3), g: (bl,bQ,bg) ist @ - g = ap - b1 + CLsz + a3b3, |a| = a-a =

Va? + a3 + a3 und daher

a- [; a1b1 + Gsz + agbg

COS o = - — .
@16 a?+ a3+ dd- /02 + b3+ b3

Beispiel 2.22 @ = (1,—-1,2), b= (2,1,1), dann ist

1.—-1.2)(2,1,1 1
cosa:(’ 22 1, ):—:>a:60°.

V6 -6 2

2.3.1 Geraden und Ebenen im Raum

Sind die Punkte A: (aq, as,a3) und B: (¢1, ¢z, ¢3) nicht gleich, so geht durch A und B
bekanntlich genau eine Gerade g.

Definition 2.23 Ist d = (al,a2,a3), g: (Cl — a;,Cy — Q9,C3 — a3) = (bl, bg, bg) der
Vektor von A nach B und bezeichnet ¥ = (x,y, z) einen beliebigen Vektor von 0 zu ge-

nau einem Punkt der Gerade, so erhdlt man die Parameterform der Geradengleichung
(Abb. 2.14)

r=dad+ tl;, t: Parameter, t € R
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¥

|
b
> T=a+th
g r=a-+
a
T

Abbildung 2.14: Parameterform der Geradengleichung

Da die Vektoren b und & — @ linear abhdngig sind, erhdlt man eine parameterfreie
Darstellung fiir g durch

(Z—a) xb=0 baw. Txb=a xb.
b wird ein Richtungsvektor der Geraden g genannt.

Beispiel 2.24 A: (1,—1,1), C: (2,1,-1), dann ist (z. B.) @ = (1,-1,1), b =
(1,2, —2) und man erhélt

Parameterform:
Z = (z,y,2)
= G+tb

(1,—1,1) 4+ (1,2, -2)
= (14t -1+2t1-2t),

Parameterfreie Form:

(f_ C_i) X g = [(ZL‘,y,Z) - (]-a_]-al)] X (1a27 _2)
= (—2y—2z2x+2—3,2x —y — 3)
= (0,0,0).
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Liegen die drei Punkte A: (xq,¥0,20), B: (z1,91,21), C: (T2,Y2, 22) nicht auf einer
Geraden, so geht durch diese Punkte genau eine Ebene E.

Ist Zo = (%0, ¥0,20), @ = (X1 — T, Y1 — Yo, 21 — 20) der Vektor von A nach B und
b = (z2—x0, Y2—Yo, 22— 29) der Vektor von A nach C, so erhélt man, wenn ¥ = (z, y, 2)
den Vektor bezeichnet, der von 0 zu einem beliebigen Punkt der Ebene E fiihrt, mit

f:fg+td'+75, t,7€R

eine Parameterdarstellung der Ebene E (Abb. 2.15). Ist @ # 0 ein Vektor, der zur
Ebene E senkrecht ist (z. B. i = @ x b), so ist 7 - @ = 0 und 7b = 0, also erhélt man
aus der Parameterdarstellung von E

(7 — o) = titd + 7itb = 0 mit 7(Z — Zy) = 0
eine Normalform der Ebene.

z
A

Zo

Abbildung 2.15: Parameterdarstellung einer Ebene
In Komponenten (77 = (ny, ng, n3)) erhélt man
(n1,n2,n3) - (2,4, 2) = (To, Yo, 20)] = 0,
also

mx+nsy+ngz—d=0, d=1mn-1.
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Definition 2.25 Wiihlt man in iy = £— das Vorzeichen derart, dafi dy = To1ig > 0
7l

gilt, so erhdlt man die Hessesche Normalform der Ebene E':
N1z 4+ Noy + N3z —dog = 0, 7l = (N1, Ny, N3).

Beispiel 2.26 A: (1,—1,1), B: (2, 1,—1)
A,B,C. Mit 7o = (1,-1,1), @ = (1,2, -2), b =
terdarstellung: ¥ = (1, —1,1)+#(1,2, —=2) +7(—2,
man

1); gesucht: Ebene E durch
0) erhélt man eine Parame-

L (—1,1,
(—2,2,
2,0). Mit 7 = @x b = (4,4, 6) erhils

(4,4,6)[(z,y,2) — (1, -1,1)] =4 +4y + 62— 6 =0

und damit eine Normalform: 2z + 2y + 32 — 3 = 0.

2 2 3 3
Hessesche Normalform: T+ — = 0. O

it Ty T T

Abstand eines Punktes P : (p1,p2,ps) zur Ebene E: Der Lotvektor [ von P auf E
ist senkrecht zu E und ist P;: (q1, o, q3) der LotfuBBpunkt von [ auf E, so gilt: Der
Abstand von P zu E ist || (s. Abb. 2.16). Ist E durch (# — #y)ii = 0 gegeben, dann

ist [ = \ii fiir ein \ € R, und daher m - l|

F Wegenl—xo—l—al pund a, -7 =0,
m
gilt

—

1 — — —
=@+ —p) -7l = = |I( P = o).

Also erhilt man: E: njx 4+ noy +nzz —d =0, P: (p1, pe, p3),

= 1

] = |nap1 + nepe + ng +3 —d|.
2 2 2

ny + ns + ns

Ist speziell P : (0,0,0) der Nullpunkt, so ist der Abstand von (0,0,0) zu E:

d d
A= 4| = i =dy (dy: siehe Hessesche Normalform).

il /n}+n3+ nk

Definition 2.27 Sind der Punkt P: (xo, Yo, 20) und die Gerade g: & = @+1tb gegeben,
so wird der Vektor l welcher von P zur Geraden g fihrt und senkrecht zu g ist,
Lotvektor von P auf g genannt. Der Abstand von P zu ¢ ist dann |l| Es ist [ =
@+ tob — Zo, (Zo = (20, Y0, 20)), to wird aus 0 = Ib = (@— xo)b + tobb bestimmt.
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P (pl,p2;p3)

(0,0,0)

Abbildung 2.16: Abstand eines Punktes

Satz 2.28 Sind die Geraden ¢,: £ = d; + tgl und go: T = dy + 7'52 gegeben, so gilt
(wenn gy und gy nicht identisch sind)

1. g1, g2 parallel zueinander (g1||g2) <= b1, by linear abhingig,

2. g1 und gy schneiden sich < 51,52 und d, — dy sind linear abhdngig. Berech-
nung des Schnittpunktes durch Lésen der Gleichung dy — ds + toby — 10b = 0.

3. Sind g1, g2 nicht parallel und schneiden sich nicht, so werden gi,gs windschief
genannt <= by, by und d; — do sind linear unabhdingig.

Sind g1, g2 windschiet, so besitzen sie einen gemeinsamen Lotvektor [. ['ist sowohl zu
g1 als auch zu ¢, senkrecht. Der Abstand von 91,92 ist |l| Es existieren £; und 7; mit
(z. B.) [= a, — dy + t1by — sz und wegen [ b1 =0, lb2 =0, erhélt man ¢, 7, aus

= (Ei Ei )bl +t1|b1| - T1b2b1
== (EI: C_i )bz +t1b2b1 — T1|b2| .

Da sowohl [ als auch 51 X 52 senkrecht zu 51 und 52 sind, gilt wegen

b . by % b by % b,
72) = |l = (a1 - CLQ + tlbl - Stlbg) ! 2 |51 52|
1 X 02

62| | 1Xb2|

= ‘(51 — )
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fiir den Abstand |I] von g; und gy:

=@ — @) (b x bo)| _ [[d@ — @2, b1, b |
b1 X by b1 X by

und man erhilt

f_|l_] Z_)‘1><Z_))2 _|[51—52751762]|(5X5)
- ° — — - — — 1 2 .
|b1 Xb2| |b1 Xb2|2

['ist bis auf den Faktor +1 eindeutig bestimmt.

Satz 2.29 Ist die Ebene E in Normalform gegeben.:

E: nx+noy+nzz—d=0, i = (ny,ne,n3) Normale zu E,
und die Gerade g in Parameterform

(x,y,2) =d+ th = (a1 + tby, ag + tby, az + tbs),
dann gibt es zwei Méglichkeiten.:

h=0 = g parallel zu E oder g liegt in E,

~
St

31

2. 7-b # 0, dann gibt es genau ein ty € R mit ny(ar + toby) + na(as + tobe) +
ng(as + tobs) —d = 7 - d + torib — d = 0, d. h. g schneidet E in genau einem

Punkt S, der Vektor §=d + tog fihrt zu S.

Satz 2.30 Zwei Ebenen

E1:n1x+n2y+ngz—d1:0, E2:m1x+m2y+mgz—d2:0,

sind genau dann parallel, wenn ihre Normalen @i = (ny, ng, ng) und m = (my, mg, ms)

linear abhdngig sind, d. h. m = .

Sind E; und E5 nicht parallel, so schneiden sie sich in einer Geraden. Eine Gleichung

der Schnittgeraden erhélt man durch Losen des Gleichungssystems

mix + maey + msz = da,

mx + noy + N3z = dy.
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Der Schnittwinkel zwischen E; und FEs ist der Winkel zwischen ihren Normalen 77 und

—

m:

3L
S

cosa =

St
E

Sind @, b # 0, so kann man z. B. b in eine Komponente b, in ,,Richtung” von @ und eine

—

— — a - — — — — — —
Komponente by senkrecht zu @ zerlegen. Es ist b; = 726 und by = b—"by, b = by +0bs.
a

Projektion eines Vektors @ in die Ebene E: Ist 77 eine Normale zu E, so ist

— — — . — ﬁ'c_i
a:a1+a2m1ta1:|_,—
n

B 7i (siehe oben).

—

9 = d — a; ist dann senkrecht zu 77 und ist daher die Projektion von @ in E.

2.4 Komplexe Zahlen (Teil I)
Bekanntlich hat die Gleichung 22 = —1 keine Losung in R, da /—1 in R nicht existiert.

Definition 2.31 FErweitert man den Kérper der reellen Zahlen um die Imaginére
Einheit i: % = —1, so gelangt man zum Raum der komplexen Zahlen:

C={zlz=a2+iy, 1,y €R}, i* =1
21 = X1+ Y1, 29 = To+1Yo; 21 = 2o <= T1 = T AY1 = Yz, 0 = 0410 Nullelement.
Mit der Addition

21+ 29 = (w1 +iy1) + (we + iy2) = (x1 + x2) + (Y1 + yo2)i
und der Multiplikation mit einem Skalar o € R

az = oz +iyr) = (axr) +i(ay)

kann man die komplexen Zahlen als 2-dimensionalen Vektorraum (die GAusssche
Zahlenebene) auffassen (Abb. 2.17).
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Y
S

Abbildung 2.17: Gauflsche Zahlenebene

Definition 2.32 Fir z = x + 1y heifit x = Re 2z der Realteil von z und y = Im 2z der
Imaginérteil,

Z =x — 1y wird die zu z konjugiert komplexe Zahl genannt,

2| = /22 + y? ist der Betrag von z, |2| > 0, |z| =0 <= 2 =0.
Definition 2.33 (Produkt komplexer Zahlen) 2z, = x; + iy, 22 = 2y + iy
21 2 = (T 4 i) (22 +1y2) = (T122 — Y112) +i(T1y2 + T201).
(Man multipliziert die Klammern wie gewohnt aus und beachtet i* = —1.)
Satz 2.34 Es qilt:
1. 22 = (v +iy)(z —iy) = 2> + y* = |22,
2. |z 2| = la - |z,
3. |21 + 2] < 21| + |22

Definition 2.35 Ist z = x + iy # 0, so sei

r z oz y oo 1 =z-z

2R T a2 22 IFEREE

Division: z1, 29 € C, 29 # 0.

21 1 VAR 22 21 52
_— = Zl . — — — _ 5
) ) D) |Z2|
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Definition 2.36 (Quadratwurzel in C) o« = a+ib € C, gesucht: z = x + iy mit
P=a=2— 1y’ + 2y =a+ib <= 2> —y*=a, 22y =b.

b2

b a 1 b
b750:y:%:>x4—ax2—z:0:>$1,2::i:\/§+§\/a2+b2,y1,2: .

21‘1,2

b=0, a>0: (reelle Wurzel)
b=0,a<0: = Va=/—|a] ==*iy/|a|



Kapitel 3

Funktionen

3.1 Zahlenmengen und Folgen in R

Definition 3.1 (Intervalle) (Es sei stets a <b)

(a,b) =la,b[={x | a <z <b} offenes Intervall

[a,b] ={z|a <z <b} abgeschlossenes Intervall

la,b0) ={z|a <z <b}, (a,b) ={x]a <z <b} halboffene Intervalle

(—o00,b) = {z| z < b}, (—00,b] = {z| x < b}, (a,+00) = {x]| x> a}, [a,+00) =
{z |z >a} unbeschrinkte Intervalle.

Definition 3.2 Sei M eine Teilmenge der reellen Zahlen (M C R), dann nennt man

oben . . m; € R . L) r<m .
M nach beschrinkt, wenn es ein gibt mat fiir
x

unten my € R > ms
alle v € M. M heifit beschrinkt, wenn M sowohl nach oben als auch nach unten
beschrinkt ist.

oben

Ist M nach {

. _ _ kleinste obere Schranke s;
beschrdinkt, so besitzt M eine .

unten grofite untere Schranke sy

s1 nennt man dann das Supremum von M: s; = sup M, s, das Infimum von M:
S9 = inf M.

Ist sy € M, so wird s; das Maximum von M genannt: s; = max M. Ist sy € M, so
wird sy das Minimum von M genannt: s, = min M.

Ist xy € R und € > 0, so nennt man
Ue(o) = {z | [x — o] <&}

35
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eine e-Umgebung von xy.

Ist M C R, zy € R, so nennt man xzy einen Haufungspunkt von M, wenn in jeder
e-Umgebung von xy unendlich viele Elemente von M enthalten sind.

Definition 3.3 (Zahlenfolgen) Wird jedem n € N genau eine reelle Zahl a, zuge-
ordnet (n+— ay), so nennt man diese Zuordnung eine Zahlenfolge: {a,}$°.

Beispiel 3.4 1. n— + =a,, {}{° aufzéhlend: 1,3,%,...,+

)99 30 Yyttt

Q.QERfeSt,n_)qn:ana {qn}i)o, qaqza"'7qn7"‘

3.on = ()" =a {(1+3)", 2.3)°.(5) - ()"

n

Rekursiv definierte Folgen:

In den Anwendungen (z. B. iterative Losungsverfahren fiir Gleichungen) treten manch-
mal rekursive Folgen auf: ay,...,a; (k fest) sind vorgegeben und

Aptk = f(ana Apt1y .-, an—l—k—l)-

Beispiel 3.5 1. a; =1, a,41 = % (an + l) ,n=1,2...

Qn

2. a1 =1, ay = 2, an+2:%(an+an+1), n=12,....
[l

Zahlenfolgen werden meist durch eine Bestimmungsgleichung a,, = f(n) oder rekur-
siv definiert. Um den Schreibaufwand zu verringern, werden im folgenden nur die
definierenden Gleichungen angegeben.

Definition 3.6 Die Zahlenfolge {a,}5° wird konvergent gegen a € R genannt, wenn

zu jedem ¢ > 0 ein ng(e) € N exzistiert mit |a, — a| < € fir alle n > ny(e). a wird

dann der Grenzwert von {a,} genannt: a = lim a,, (,a ist gleich Limes n gegen oo
n—oo

von ap “). Ist die Folge {a,} nicht konvergent, so nennt man sie divergent.
Beispiel 3.7 a, = “=*, dann ist (mit a = 1)

n—1

|an_1| =

_1‘:‘__

n
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Zu ¢ > 0 wihle ng(e) = [£] + 1 ([z] := groBte ganze Zahl < z), dann gilt fiir alle
n > no(e):

1 1 1
|an_1|:_§ =711 STZga
n = one(e) [Z]4+17 2
also ist
-1
lim a, = lim n =1.
n—00 n—00 n

Definition 3.8 Man sagt, die Folge {a,} besitzt den uneigentlichen Grenzwert

—+00 . . L. . Ap > M .
, wenn zu jedem M > 0 ein ng(M) existiert mit fiir alle
—00 ap < —M

n > nO(M):' limy, ;0 ay :{ e }

—00

Beispiel 3.9 a,, = n? = uneigentlicher Grenzwert: lim,,_,, n? = +oo.

a, = —2" = uneigentlicher Grenzwert: lim,,_,,, —2" = —oc. O

Definition 3.10 {a,} wird Nullfolge genannt, wenn {a,} gegen Null konvergiert,
d. h. lim,,_ o a, =0 gilt.

Satz 3.11 Es gilt:
1. {a,} ist Nullfolge <= {l|a,|} ist Nullfolge,

2. lim, yo0 a, = a <= {a, — a} Nullfolge.

Definition 3.12 {a,}{® wird CAucHYfolge genannt, wenn zu jedem e > 0 ein ny(¢)
existiert mit |a, — a,| < € fir alle m,n > ny(e).

Satz 3.13 Es gilt (Vollstandigkeit der reellen Zahlen):

{a,}3° ist Cauchyfolge <= es existiert ein xy € R mit xog = lim, o0 Gy
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oben

Definition 3.14 Die Folge {a,}{° wird nach { } beschriankt genannt, wenn

unten

a, <m

ein m € R existiert mit { } fir allen =1,2,....

a, > m

Man nennt die Folge beschrankt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrinkt ist.

wachsend

Definition 3.15 Die Folge {a,} wird monoton
fallend

} genannt, wenn ab

. Qp41 Z GQp . . . .
etnem nyg fir alle n > ng gilt. Man nennt sie monoton, wenn sie
an+1 S ap

entweder monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Satz 3.16 Ist die Folge {a,}° monoton und beschrinkt, dann ist sie konvergent.

(Jede monotone unbeschrinkte Folge besitzt einen uneigentlichen Grenzwert: 400,
falls sie wachsend ist; —oo, falls sie fallend ist.)

Fiir das Rechnen mit Folgen ist der folgende Satz niitzlich:

Satz 3.17 (Grenzwertsatz) FEs seien {a,},{b.},{cn} und o, € R gegeben mit
a =1lim, ,, a,, b =1im,_ . b,, dann gilt:

1. limy, o0 (ay, + Bby) = alim, o an + B limy, o b, = aa + S0.

2. limy,00(ay - by) = (limy, 00 ay) - (limy, 500 b,) = @ - b.

3. Isth# 0= lim & = ——nzein &

n—oo b,  limy, e by b

4. Gilt ab einem ng € N: a, < ¢, < b, und ist a = lim,_,o a,, = lim,,_,, b, =
a = lim,_, ¢,.

5. Ist a =lim, o a, = 0 und b, beschrinkt = lim,,_,(ay, - b,) = 0.

6. Ist k eine feste natiirliche Zahl und a, > 0 fir alle n = 1,2,..., dann gilt

. o . k o k
lim, ,xa, =a <= lim,_,,a, =a".
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Definition 3.18 z, wird Hiufungspunkt der Folge {a, }{° genannt, wenn es zu jedem
e > 0 unendlich viele Folgenglieder a,, gibt mit |a, — xo| < €.

Es gilt nun: Jede beschrankte Folge {a,} besitzt einen grifiten Hiufungspunkt my und
einen kleinsten Hdaufungspunkt my (mo < my ). Die Folge ist genau dann konvergent,
wenn my = My 1iSt.

Man nennt my = lim,_,sa, Limes superior

mge = lim_, a, Limes inferior.
Beispiel 3.19 a, = ”T“sin(n - 90°) besitzt die Haufungspunkte —1,0,1, also ist
lim, , " sin(n-90°) = —1, lim,_o ™ sin(n - 90°) = 1. O

3.2 Reelle Funktionen einer reellen Variablen

Definition 3.20 FEine Funktion f ist eine Zuordnungsvorschrift, welche jedem Ele-
ment einer Menge D (dem Definitionsbereich von f) genau eine Element einer Men-
ge W (der Zielmenge von f) zuordnet.

Schreibweise: f: Dy — W, [z f(x).

Im folgenden wird Dy C R und W = R sein, man spricht dann von einer reellen
Funktion einer reellen Variablen.

Beispiel 3.21 f: R > R, f:axw—|z|= f(x); f:{z|z€eR z>0} >R f:
T = /. O

Im folgenden werden Funktionen durch eine (oder mehrere) Bestimmungsglei-
chung(en) definiert. Es wird dann nur diese Gleichung fiir f angegeben. Dy ist dann
der maximal mogliche Definitionsbereich.

Beispiel 3.22 Fiir f: R > R, f: 2~ 2? = f(z) wird f(z) = 2? geschrieben. O

Schaubild: Im rechtwinkligen (z, y)-Koordinatensystem werden die Punkte (z, f(z))
eingetragen (Abb. 3.1).

Definition 3.23 (Einfache Symmetrie:) f sei auf dem Intervall [—a,a], a > 0
definiert.

f heift gerade <= f(—z) = f(x) (Schaubild symmetrisch zur y-Achse)
[ heifit ungerade <= f(—x) = —f(x) (Schaubild symmetrisch zum Punkt (0,0))
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y = f(x)
A
I1 'x

Abbildung 3.1: Schaubild einer Funktion

Definition 3.24 Sei zy € (a,b) und f auf (a,b) \ {xo} definiert.

[ besitzt bei xy den Grenzwert a, wenn zu jedem ¢ > 0 ein §(¢) ewistiert mit
|f(z) —a| < e fir alle x mit |x — x9] < 0(e) ANz € (a,b) \ {xo}. Man schreibt
dann: lim,_, ., f(z) = a.

Linksseitiger Grenzwert:  lim,_, - f(z) = a (Def. wie bei Grenzwert, es wird
aber nur x < xy zugelassen)

Rechtsseitiger Grenzwert:  lim, .+ f(z) =a (Def. wie bei Grenzwert, es wird
aber nur x > xy zugelassen)

Definition 3.25 Es sei f auf |a,b] definiert, xy € [a, b,

[ heifst stetig in xo, wenn zu jedem € > 0 ein §(xy,e) existiert mit |f(z) — f(zo)| < €
fiir alle x mit |xv — xo| < 6(xg,e) A x € [a,b].

[ stetig in vy <= lim o f(z) = f(x).
Definition 3.26 [ heifit stetig auf [a,b], wenn f in jedem Punkt xy € [a,b] stetig ist.

Satz 3.27 Gilt |f(z) —c¢| < M|z —xo|*, M €R, a€Q, a>0, z € [a,b]\ {zy} =

lim ) f(z) = ¢ und ist ¢ = f(xo), so ist f stetig in xq.
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Beweis: Zue > 0 wihle (e, ) = (%)5, und beachte, daff aus ¢ — 0 auch & — 0
folgt. O

Satz 3.28 (Grenzwertsatz) Seien f,g,h auf (a,b) \ {xo} definiert, es gelte ¢ =
lim, ., f(x), d =1lim,,,, g(z), o, 5 € R. Dann gilt

1. lim,y, (af (x) + Bg(x)) = alim,_,,, f(x) + flim,,, g(z) = ac+ fd,

2. hmm—mo f(l’) ) g(l’) = (hmx—mo f(l’)) : (hmm—mo g(l’)) =cC d:

9 Istd£0—s lim L&) Menae f(2) _ €
e—wo g(x)  limg ., g(x) d

4. Ist c=d und gilt f(x) < h(z) < g(z) auf (a,b) \ {zo} = ¢ = lim,_,,, h(xp).

Satz 3.29 Wegen f stetig bei xy <= limg ., f(x) = f(xo), gilt: Sind f,g stetig
auf [a,b] und o, f € R =

1. af + By stetig auf [a, b],
2. f-g stetig auf [a,b],

3. L stetig in jedem Punkt von [a,b], in dem g # 0 ist.

9

Satz 3.30 (Zwischenwertsatz) Ist f auf [a,b] stetig, so existieren ein my und ein
me, sowie xT1,%s € |a,b] mit

my = f(z1), mg = f(x2) und my < f(x) < my fir alle x € [a, b]

und zu jedem y mit my <y < my existiert mindestens ein x € [a,b] mit y = f(z).

Folgerung: Ist f stetig auf [a,b] und nimmt f dort sowohl positive als auch negative
Werte an, so besitzt f mindestens eine Nullstelle xq € [a,b], f(xy) = 0.

3.3 Die elementaren Funktionen

3.3.1 Polynome (ganzrationale Funktionen)

Definition 3.31
n

P(z) = Zakxk, ag,...,a, € R a, #0
k=0

wird Polynom genannt. n = grad P heif$t Grad von P.
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Polynome sind auf R stetig (Nachweis siehe Differentialrechnung). Sei P(z) =
S oarxt, Qx) = Yon_,bez®, dann gilt: P(z) = Q(z) <= ap = by fiir alle
k=0,1,...,n

Ist zy € R, so erhilt man durch Division

P(x): (x — o) be”l bo mit b, = a,

r — X

x) = Z apat = Z bj(x — zo)x Yy by = apz™ + Z — 2obj11)x
k=0 j=1

== b, = an/\aj = bj —xobj+1, d. h. bj = aj+x0bj+1, j=n—1n-2,...,00 =
Hornerschema zur Berechnung der b;.

Ap Qp—1 ... Qg1 ag N ag
+ + + +

i) Tolp ... $0bk+2 $0bk+1 e Jfobl
(05%% bn—l e bk+1 bk e bo

Es gilt:

P(x) = Zakxk = (z — xp) Z et + b
k=0 k=1

:>P(x0):b0, bOZO < P(xo):()

Ist P(zg) = 0= P(z) = (x —20) Y_p_, bka™ ' = (z — x) Py (x) mit grad P, =n—1,
d. h. ist P(zg) = 0, so l&Bt sich von P(z) der Linearfaktor (x — x¢) abspalten; die
Koeffizienten des Polynoms P; erhélt man aus dem Hornerschema.

Definition 3.32 Kann von von P genau k(< n)-mal den Linearfaktor (x — xy) ab-
spalten, d. h. gilt

P(z) = (x — 20)*P(2) mitgrad P, = n — k und Py(xo) # 0,

so nennt man xo eine k-fache Nullstelle von P.
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3.3.2 Rationale Funktionen
Definition 3.33

P(z)
Q(z)’

R(z) = P,Q Polynome , Q(z) #Z 0,

nennt man rationale Funktionen.

Es wird vorausgesetzt, daff P und Q) teilerfremd sind, d. h. daff P und Q keine ge-
meinsamen Nullstellen besitzen.

FEine j-fache Nullstelle von Q) wird dann j-fache Polstelle von R(z) genannt.

Rationale Funktionen sind auflerhalb der Polstellen stetig.

3.3.3 Natiirliche Exponentialfunktion
Es sei

en(x):<1+£)n, re€R neN
n

(en(x) ist ein Polynom vom Grad n.) Ist # € R fest gewéhlt und n > |z], so ist

eni1(x) _ <1_ x )n (1+ x )
en() (n+1)(n+x) n+1
Bern.>Unglg. 1 nax 14+ T
- (n+1)(n+x) n+1
22
— 1+

> 1.

= e, () ist fiir n > || monoton wachsend in n.

Ist x| < 3, so ist

1 n \" r \" r-n 1
- —(1- >1- > -
en() n+x n+x n+x 2

—> en(2) < 2 fiir allen € Nund |z] < 3.

Ist z € R und k € N fest mit k£ > 2|z| =

enie) = (14 2) " = [0+ Sy = e < 2 (aa | <)
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= e,(z) ist fiir jedes feste z € R monoton wachsend und beschrinkt = e(x) =
lim,,_, » €, (2) existiert fiir jedes z € R.

Aus e,4(2) = (e(£))* erhilt man e(2) = [e(z)]* fiir k € N,
Wegen e (m - x) = [(1+ ZL)"™ = e, (2)]™, (m € N, fest) = e(mx) = [e(x)]™.

e(1) = e nennt man Fulersche Zahl. e ist transzendent, e &~ 2,718. Fiir n > 2 erhélt
man mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung

! =1+ L ' > 14 i
en(len(—1) n?—-1/) — n?—1

und
1\" 1
D e(=1)=(1—=) >1-=
) en-1) = (1- %) 211
sl e — ()= L=
——<e e e(-1)=-=ce
n— " " T+ e
Zusammengefaf3t:

ey=¢i, pez, qeN,

daher schreiben wir fiir die natiirliche Exponentialfunktion e(z) = €®, z € R; €7 ist
stetig auf R.

Aus eq(2) - enly) = (14 Z2)"[1 4+ o]0 und limg o(1 4+ )" = 1 =
et - e¥ = e,

Wegen e(Exz) = (e)

Dae,(z) > 1firz >0=¢e">1fiirz >0; €,(0) =1=¢(0)=1; e e “=¢"=
1= ¢e” >0 fiir alle z € R.

b
q

, (p €Z, q € N) und e stetig = ¥ = (e*)¥ = (e¥)".

Zusammengefaflt:

Satz 3.34 1. €* > 0 fir allexz € R,
2. e"=1,
3. et =¢e" . eY,
Jo eV = () = (e,

—r __ 1
5. e = -

e: Eulersche Zahl, e = 2,7182818. .. (unendlicher Dezimalbruch)

Wegen - > e >1+h, (Jh| <1) = L2 > e —1>h = limj+(e" — 1) = 1.
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3.3.4 Hyperbelfunktionen

Definition 3.35 1. sinhz := 3(e® — e~*) Sinushyperbolikus,

L
2

2. coshz := 1(e” + e~*) Kosinushyperbolikus,

3. tanh g ;= she — ef—e?® _ loem _ el Typgenghyperbolikus,

coshx erte~7 14+e—2x e2r 41
_ 1 __coshx __ 14e72® _ %41 :
4. cothy = —— = % = F0p = &8 Kotangenshyperbolikus.

Satz 3.36 Es gilt

1
cosh’z = 1(69”4—6_””)2
1
= 1[621‘ +€721‘ +2]
1
— 1[6230 +€—2m o 2] +1

1
= i(cosh 20+ 1)
= sinh?z +1,

also cosh? z —sinh® z = 1, 2 cosh? x = cosh 22 +1, 2sinh? # = cosh 2 —1, sinh(—=z)

45

—sinh z, cosh(—z) = cosh z, tanh(—xz) = — tanh(z), |tanhz| < 1, lim,_, o tanhz =

1.

3.3.5 Trigonometrische Funktionen

Definition 3.37 (Bogenmaf}) Das Bogenmafl eines Winkels « ist die Ldnge des
Bogens, der von dem Winkel aus dem Kreis mit Radius 1 um den Schreitelpunkt des
Winkels ausgeschnitten wird. Wird der Winkel mathematisch positiv durchlaufen, so

st das Bogenmaf$ positiv, andernfalls negativ.

Im weiteren werden Winkel stets im Bogenmafl gemessen (sofern nichts anderes aus-

driicklick gesagt wird).

Geometrische Einfithrung der trigonometrischen Funktionen iiber den Ein-

heitskreis (s. Abb. 3.2)

Satz 3.38 Es gilt:

1. cosa = sin(a + §),
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J
(cos a, sina )"

T = Cos

Abbildung 3.2: Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis

2. sin(a + ) = —sina, cos(a + ) = —cos a,
3. sin(a + 2km) = sin«, cos(a + 2km) = cosa, k € Z,
4. sin®a +cos?a =1,
5. cos(a— ) = cosacos 3 + sin asin 3,
6. sin(a + ) = cos asin f + sin a cos 3,
7. sina +sin f = 25in#cos 0‘2;5
1 T 00 OQQ T T T 00 Al QQ
© o o © sin(x\——
<& i
o \ > €os(x) \¢
& © © &
0.5 ’S 4 & ° -
& ©
00 © © 00
& © © <
0
0<> © © 00
& ©
OO ¢ @ 00
05 F o . N o i
< o 00
o ©, © S
o @y o0 S
1 O 1 1 1 Vo 1 7
-pil2 0 1 pil2 pi 2pi

Abbildung 3.3: Sinus und Kosinus

Definition 3.39 (Tangens, Kotangens)

sin 1
, cota =

tana = .
CoS & tan «
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= tan(a + k7) = tana, k € Z.

sin(—a) = —sina, cos(—a) = cosw = tan(—z) = — tanz.
Additionstheorem:
t +t
tan(a & §) = ana =+ tan 3

~ 1Ftanatan 3’

Abbildung 3.4: Abschitzung fiir den Sinus

Ist 0 < h < 3, so gilt (s. Abb. 3.4): sinh < h und hcosh < sinh = cosh < % <
1 = limy,_,q+ sinh _ 7

h
sin(—h)
—h

Wegen = % = limy,_,o 828 = 1.

h

3.4 Umkehrfunktionen
Sei f auf [a, b] definiert, und B das Bild von [a, b] unter f,d. h. B={y|y = f(x), z €
[a, b]}.

Definition 3.40 [ wird auf [a, b] eineindeutig genannt, wenn zu jedem yy € B genau
ein xy € [a,b] gehirt mit yo = f(xo).

[ besitzt auf [a,b] genau dann eine Umkehrfunktion = = ¢(y), wenn f auf [a, 0]
eineindeutig ist. Es gilt dann fiir alle « € [a,b] und y € B:

g(f(x) ==, fl9(y) =y

Das Schaubild von y = g(x) erhélt man durch Spiegelung des Schaubildes von f an
der Geraden y = x (Abb. 3.5). ¢ bildet B auf [a, b] ab.



48 KAPITEL 3. FUNKTIONEN

¢ f(z)
y==x
b T g()
/
4|7
a b

Abbildung 3.5: Umkehrfunktion

wachsend

Definition 3.41 [ heifit auf [a,b] streng monoton
fallend

}, wenn fir alle

T,y € la,b] mit x1 < xzy gilt: { flan) < fw) . (f heifst auf [a,b] monoton
flzy) > f 2)
{ wachsend }; wenn aus 1, < 14 folgl: { f(z1) < flx2) })
fallend f(x1) > f(x2)

Man sagt: ,f ist auf [a, b] streng monoton *, wenn f auf [a, b] entweder streng monoton
wachsend oder streng monoton fallend ist.

Satz 3.42 Ist f stetig auf |a,b], so gilt:

f ist auf [a,b] umkehrbar <= f ist auf [a,b] streng monoton.

wachsend

Ist f auf [a,b] stetig und streng monoton
fallend

}, so st die Umkehrfunkti-

[f(a), F(b)]

f auf dem Int Il
on g von [ auf dem Inferva {mb),f(a)]

wachsend
fallend |

} stetig und ebenfalls streng monoton
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3.5 Umkehrfunktionen der elementaren Funktio-
nen
3.5.1 Wurzelfunktionen

Sein e N.

1. y = f(z) = 2* ist auf [0, +00) streng monoton wachsend, B = [0, +00). Um-
kehrfunktion:

y:g(x):z\yf, xZO, Z\”/EZO

2. y = f(z) = > ist auf R streng monoton wachsend, B = R. Umkehrfunktion:

y=g(x)= "z, zeR

3.5.2 Logarithmus, allgemeine Potenz

Wegen e > e fiir 1 > xo (wire fiir ein z1 > zgo: €™ < €™ = 1722 < 1.
Widerspruch zu e*17%2 > 1+x; —x9 > 1.) ist y = €” auf R streng monoton wachsend,
B = (0,400). Die Umkehrfunktion von e* wird der natirliche Logarithmus genannt:

y=Ilnz, x>0.

Es gilt: In(e®) = x fiir alle z € R, e"® = g fiir alle z > 0.

Aus den Gesetzen zu y = €” erhélt man:
1. a,b> 0= enothnb = glna b — . p — n(e)) — Ingh =1Ina+Inb,
2. a>0, beR:eme = (ho)b = gb = e’ — In(ab) = blna,
3.a>0:e"=1=2¢ = elnatin(z) — Ini=—Ing,
4. e =1=e""—=Inl=0.

5. Da e” stetig und streng monoton wachsend = In z stetig und streng monoton
wachsend.
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Fiir a € R, a > 0 definiert man

Ist a >0, a#1, f(r) =a" dann besitzt f eine Umkehrfunktion
g(x) =log,x (Logarithmus zur Basis a).

Wegen (z > 0): z = a'*8a® = eln@l8” = * — Jog, # = - 1Inz, also ist log, = ein
Vielfaches des In z.

3.5.3 Areafunktionen

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen (die Areafunktionen) lassen sich durch
die In-Funktion ausdriicken:

1 1
y:sinhxzi(em—eﬂ) =2y=e"— —

e.fl?
= () —2ye" —1=0
e‘”:y—i-\/m
r=In(y+y*+1)

y =arsinhz = In(x + Va2 + 1)  Areasinushyperbolikus

L4

ist die Umkehrfunktion zu y = sinh z.

Analog erhiilt man aus y = coshz = 3(e” + ¢ ) den (Hauptzweig des) Areakosinus-
hyperbolikus: y = arcoshx = In(x + Va2 — 1), = > 1.

e —1
A = tanhx = folgt:
us y = tanh x T olg
1.1
Areatangenshyperbolikus: y = artanh x = 5 In 1+—x7 |z < 1.
—x

1 1
Areakotangenshyperbolikus: y = arcothx = 5 In x_+17 |z < 1.
x —_—
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3.5.4 Arkusfunktionen

Die Funktion y = tanz ist auf dem Intervall .J, = (-7, §) streng monoton wach-

send und nimmt dort jeden Wert an, daher existiert dort eine Umkehrfunktion, die
Arkustangensfunktion (Hauptzweig):

7r
y=arctanz, =z €R, |arctanz| < 3

Bildet man die Umkehrfunktion der Tangensfunktion auf dem Intervall J, = ((k —
%)7?, (k + %)W), k € Z, so erhdlt man den k-ten Nebenzweig des Arkustangens y =
arctany x, und wegen tan(z + kn) = tanx (k € Z) folgt:

arctan, x = arctan x + k.

Die Funktion y = sinz ist auf dem Intervall J, =
send und nimmt dort alle Werte aus dem Intervall [—

[—5, %] streng monoton wach-
Umbkehrfunktion, die Arkussinusfunktion (Hauptzweig):

s
29
1] an, also existiert dort eine

y =arcsinz, xz€[-1,1], |yl < g

Kehrt man y = sinz auf dem Intervall J; = [Z, 27| um, so erhiilt man den ersten
Nebenzweig des Arkussinus:
. ™ 3
y = arcsing x, x € [—1,1], B <y< 57

und wegen sin(r — x) = sin z gilt:
arcsin; * = m — arcsin x.

Kehrt man auf dem Intervall J, = [(k — 3)7, (k + 5)7] um, so erhélt man den k-ten
Nebenzweig des Arkussinus, arcsing z, und wegen sin(z + kn) = (—1)* sin z folgt:

arcsin, v = km + (—1)" arcsin z.

Die Funktion y = cos x ist auf dem Intervall Iy = [0, | streng monoton wachsend und
besitzt dort als Umkehrfunktion den Arkuskosinus (Hauptzweig):

y =arccosz, xz€[-1,1], 0<y<m.

Wegen cosz = sin(§ + z) folgt

™ .
arccosr = 5 — arcsinx.

Die Schaubilder der Umkehrfunktionen erhélt man aus denen der Ursprungsfunktio-
nen durch Spiegelung an der Geraden y = x.
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Differentialrechnung

Definition 4.1 Fs sei f auf (a,b) definiert und xy € (a,b), dann nennt man

g:f(f)—f(xo)

Az T — Tg

(z # o)

Differenzenquotienten von f.
f heift im Punkt z, differenzierbar (kurz: diffbar), wenn

f'(zo) = lim M — lim ﬁ — lim flxo+h) —x

T—T0 xr — X Az—0 Az h—0 h

existiert. f'(xo) nennt man dann die Ableitung von f in .
f(x)—f(zo)

T—TQ ’

Linksseitige Ableitung: f' (xo) = lim, -
f@)=f(@o)

T—2T0

Rechtsseitige Ableitung: f! (zo) = lim,_, .+

f wird auf (a,b) differenzierbar (kurz: diffbar) genannt, wenn f in jedem Punkt xy €
(a,b) diffbar ist; dann stellt f'(x) auf (a,b) eine Funktion dar, die erste Ableitung
von f.

Ist f" auf (a,b) diffbar, so nennt man (f'(x))' = f"(x) die zweite Ableitung von f.
Allgemein: f*)(z): k-te Ableitung von f.

Schreibweisen:

f(z).

~ dat

02
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Definition 4.2 f heifit stetig differenzierbar auf (a,b), wenn f'(z) fir alle x € (a,b)
existiert und stetig auf (a,b) ist.

Ist f auf [a,b] stetig diffbar, so besitzt das Schaubild von f in jedem Punkt
(xo, f(x0)), 2o € (a,b) eine Tangente und f'(xy) ist gleich der Steigung der Tan-
gente in (xg, f(zo)) (s. Abb. 4.1).

A
Yy

Y
S

Abbildung 4.1: Tangente an eine Funktion

Gleichung der Tangente: y — f(x¢) = f'(z0)(x — z0).
Differentielle Schreibweise: df = f'(xg)dz.

4.1 Ableitungsregeln

Satz 4.3 Es seien f, g auf |a,b] diffbar, a, 5 € R, dann gilt:
1. af + Bg ist auf [a,b] diffbar und (af(x)+ Bg(x)) = af'(z) + B9 (),
2. f-g ist auf[a,b] diffbar und (f(x)-g(x)) = f'(x)g(x)+ f(x)¢'(z) (Produktregel),

3. Besitzt g nur endlich viele Nullstellen auf [a, b], so ist 5 auflerhalb der Nullstellen
von g diffbar und es gilt:

(@)' _ @) -g(@) — f2) - g'(2)

9(x) 9(@)* '

4. Es gelte f : [a,b] — [A, B] sei diffbar auf [a,b] und h diffbar auf [A, B]. Dann
ist die Funktion h(f(x)) auf a,b] diffbar und es gilt die Kettenregel:

[0(f (@) = B(f (@) - [ ().

(Quotientenregel)



o4 KAPITEL 4. DIFFERENTIALRECHNUNG

4.2 Ableitung einer Umkehrfunktion

Satz 4.4 Ist f : [a,b] — [A, B] diffbar auf |a,b] und umkehrbar, ist g die Umkehr-
funktion zu f, so gilt x = g(f(z)) fir alle x € [a,b] und somit ist auch g diffbar.
Auferdem gilt: 1 = ¢'(f(x)) - f'(x) und somit

g(f(x) =4 bzw. g (x) = f'(@) #0, f'(g(x)) #0

4.3 Ableitungen der elementaren Funktionen

4.3.1 Konstante Funktion

LEtW=I@) = Jim, 0 ¢ = 0 = f'(2) =0,

f(z) = ¢, ¢ Konstante = lim .

4.3.2 Polynome

fz) = 2", n € N = Ya+n—av) = (") -2+ X5, )k p! =

7(“,13:,# =na" ' = f'(x) = na""'.

Aus der Ableitungsregel 1. folgt dann, daf jedes Polynom P(z) = Y _, axz® auf R
diffbar ist und es gilt

limy,_,

n
() = E kayx" !,
k=1

Ebenso ist dann jede rationale Funktion R(z) = ggg
(Quotientenregel):

P'(z) - Qx) — P(x) - Q'(x)
Q(x)? '

R'(z) =

4.3.3 Exponentialfunktion

f((x)) = Wegen w = Lieoth — ¢7) = ea:ehh_—l und hthOEhh—_l N
Fw) =
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4.3.4 Hyperbelfunktionen

f(@) =sinha = }(e — ) = fi(z) = }(e" +¢) = cosh,
g(z) =coshz = $(e" + ¢ ") = ¢'(z) = 5(¢" — ¢ ) =sinhz,

also (sinhz)" = cosh z, (cosh )" = sinh .

__ sinhz 1 __ 1 _ 2
tanh z = 4% = (tanhz)' = —-- =1 — tanh”z,

__ coshz 1 __ 1 _ 2
cothw = 02 = (cothz)' = — oo = 1 —coth”z.

4.3.5 Trigonometrische Funktionen
f(z) = sinx, dann gilt f(x + 2h) — f(z) = sin(x + 2h) — sinz = 2 cos(x + h) sinh

fle+2h) = f(@) = lim cos(z + h) sin f
h—0 h

= lim
h—0

und wegen limy,_,o % = 1 und limy,_,¢ cos(z + h) = cosz =

f'(z) = (sinz)" = cosz.

g(x) = cosz = sin(z + §) = (cosx)" = cos(v + §) = —sinz, also
/ .
(cosx) = —sinz.
- 2 L2
sin @ , COs“x +sin‘w 1 9
tanz = — (tanz) = 5 = ——=1+tan"z.
cos T cos?x cos? x
CoS T ,  —sin’x —cos?x 1 )
cotr = —— = (cotx) = — = ——5— = —1—cot .
sin sin” x sin®

4.3.6 Natiirlicher Logarithmus, allgemeine Potenz, Wurzel-
funktionen

Ausz =e"* = 1=€e"" (Inz) = 1 =z(lnz), 2 > 0= (Inz) = 1.

Es gilt: (In|z|) = 2, 2 # 0.
Wegen a® = €% (a > 0) = (a®)' = (Ina)e®"® = (Ina)a®.
Wegen 2% = €% (z > 0) = (29) = 2% = 230 = (2%)' = a2®™', >0, a € R
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Ist insbesondere a = %, n € N, so gilt

1 1 1 1 1
(Vo) = (en) = an ' =

n

xn—l

Ist n ungerade und x < 0 = Yz = —/—=z

11,

= (Yz) = —an fiir alle x # 0.
n

4.3.7 Areafunktionen

Aus x = sinh(arsinhz) = 1 = cosh(arsinhz) -

V1+sinhz = 1=+/1+ 22 (arsinh x)'.

1
V1+a?

— (arsinhz)" =

Analog:
(arcoshz)" = ﬁ, r>1
(artanh )’ = 1%1:2, lz| <1
(arcotha) = _1:62, 2] > 1

4.3.8 Arkusfunktionen

Wegen x = tan(arctanz) = 1 = (1 + tan?(arctanz))(arctan x)’ = (arctanz)’

_1
14+x2°

, x>0.

(arsinh z)’. Wegen coshzx

Wegen x = sin(arcsinz) = 1 = cos(arcsinz) - (arcsinz)’ und da —7% < arcsinz < 3

(fiir || < 1) = cos(arcsinz) = /1 — sin?(arcsinz) = /1 — 22

1
V1—22

Wegen arccosx = § — arcsinx

(arcsinz) =

1
V1—212

— (arccos )’ = —
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4.3.9 Tabelle der Ableitungen der elementaren Funktionen

! !/
f(z) f'(x) f(z) f'(x)
2%, a €R|ar® ! sin & COS T
e’ e’ Cos T —sinx
a®, a>0|a®-Ilna tan 00512$:1+tan2x
sinh z cosh z cot x Si;lw = —1—cot’zx
cosh x sinh x In |z| 2
11 2 1
tanh —o-=1—tanh"z log, 7| | o=
11 2 1
coth z o = 1 —coth“zx arctan @ | 173
. 1 . 1
arsinh T arcsine | ———;
arcosh x L arccos T | ———
z°—1 1—z°
artanh x 1f$2

Logarithmische Ableitung:

f(&) >0 = [In(f(2))]' =

4.4 Séatze uiber differenzierbare Funktionen

Satz 4.5 Ist f auf [a,b] diffbar => [ ist auf [a, b] stetig.

Beweis: Ist z € [a,b] = (wegen lim,_,,, f(“‘;ET f'(xg)): T{(}xo) = f'(zo) +
p(x), mit limg_q, p(10) = 0 = f(z) = flzo) + (o) (2 — 20) + (& — zo)p(z) =
lim,_,,, f(x) = f(xg) = [ stetig. O

Definition 4.6 Fs sei f auf [a,b] definiert, xy € (a,b). f besitzt im Punkt xq ein
Maxi <

relatives i , wenn ein o > 0 existiert mit J(@) < J(@) fiir alle
Minimum f(x) > f(xo)

x € [a,b] mit |v — x| < a.

f besitzt in xq ein relatives Extremum bedeutet: f besitzt bei xo entweder ein relatives
Mazimum oder ein relatives Minimum.
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Maximum

Definition 4.7 f besitzt in xo € [a,b] ein absolutes { }, wenn fir alle

Minimum

< Maz1
x € [a,b] gilt: { J(@) < f(20) } Wird das { e } in a oder in b angenom-

f(x) > f(zo) Minimum
) ) Maximum
men, so nennt man dies ein Rand- o
Minimum

Es gilt (siehe Zwischenwertsatz 3.30):

Satz 4.8 Ist f auf [a,b] stetig, so besitzt f auf [a,b] sowohl ein absolutes Mazimum
als auch ein absolutes Minimum.

Satz 4.9 Ist f auf [a,b] diffbar und besitzt f bei xo € (a,b) ein relatives Extremum,
so gilt f'(x¢) = 0.

Beweis: Es habe f in zj ein relatives Maximum, dann gilt fiir alle  nahe bei z:
f(@) = f(zo) <0, also

A - < 0 fiir x > A
Af _ f@) = fla) ) <0 fiir 2> :>f'(x0):11m_f:0
Az T — T > 0 fiir © < x s—wo A
Analog fiir relatives Minimum. O

Nullstellen von f’(x) werden stationdre Stellen bzw. kritische Punkte genannt.

Satz 4.10 (Satz von Rolle) Ist f auf [a,b] stetig, auf (a,b) diffbar und f(a) =
f(b) =0, dann existiert ein n € (a,b) mit f'(n) = 0.

Beweis: Da f stetig und f(b) = f(a) = 0, ist entweder f =0 = f' = 0, oder f
besitzt mindestens ein relatives Extremum bei einem 7 € (a,b) = f'(n) = 0. O

Satz 4.11 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Sind f, g auf [a,b] stetig und auf (a,b) diffbar, ¢'(x) # 0 auf (a,b) und g(a) # g(b),
dann existiert mindestens ein n € (a,b) mit
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Beweis: Seien fiir h(z) = f(x)+ag(z)+5 o, € Rso gewihlt, da h(a) = h(b) =
0= f(a)+ag(a)+ =0, f(b)+ag(b) + 5 =0.

f(b) = f(a)
g(b) —g(a)’

g f(b)g(a) = f(a)g(b)
g(b) —gla)

o= —

= (Satz von Rolle) es existiert ein n € (a,b) mit

W(n)=f'(n) - Mg'(”) =072 J;EZ; = g((Z)) N ﬁ:gzg

Setzt man g(x) = x, dann erhilt man den

Satz 4.12 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Ist f auf [a,b] stetig und
auf (a,b) diffbar, dann ezistiert ein n € (a,b) mit

f(b) = f(a)

=)

4.5 Anwendungen

4.5.1 Kurvenverlauf

f'(x)
f'(x)

IN IV

0
Ist f auf [a,b] diffbar und { 0 } auf [a,b] und besitzt f’ nur endlich viele

) wachsend
Nullstellen = f ist auf [a, b] streng monoton :

fallend

Definition 4.13 Die Funktion f wird auf [a,b] konvex genannt, wenn fir alle
x1, %9 € [a,b] gilt

tf(z1)+ (1 —t)f(xg) > fltxy + (1 —t)zy), 0<t <1
(Geometrisch bedeutet dies, dafi das Schaubild von f zwischen zwei Punkten (x,

f(x1)), (x2, f(x2)) unterhalb der diese Punkte verbindenden Strecke verlduft (s. Abb.
4.1). Man sagt dann auch, das Schaubild ist auf [a,b] links gekriimmt.)
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T X2

Abbildung 4.2: Konvexe Funktion

Satz 4.14 Es gilt: Ist [ auf [a,b] diffbar und ist f'(x) auf [a,b] monoton wachsend,
dann ist f auf a,b] konver.

Ezistiert f"(x) auf [a,b] und ist dort f"(x) > 0= f ist auf |a,b] konvez.
Definition 4.15 [ wird auf [a,b] konkav genannt <= —f (d. h. —f(x)) ist auf
la, b] konvez.

Ist f auf[a,b] konkav, so sagt man: das Schaubild von f ist auf [a, b] rechtsgekriimmt.

Ist f"(x) <0 auf [a,b], dann ist f auf [a, b] konkav.

4.5.2 Relative Extremwerte

Satz 4.16 Ist [ auf |a,b] stetig diffbar und besitzt f'(x) hichstens endlich viele Null-
stellen auf [a,b] und ist xg € (a,b), dann gilt:

Mazximum

f besitzt in xy ein relatives { } < f'(x9) = 0 und es gilt fir alle x

Minimum
, f'(x) >0 firx <z, f'(x) <0 firaz>
nahe bei xg .
f(z) <0 firx <z, f'(xr)>0 firz>x
Wechselt f'(x) bei xy nicht das Vorzeichen, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Ist f auf [a,b] zweimal stetig diffbar, x € (a,b), f'(xo) =0, dann gilt:
Ist f"(zo) > 0 = f besitzt in zy ein relatives Minimum,
ist f"(xg) < 0 => [ besitzt in xq ein relatives Mazimum,

f"(xg) = 0: keine Aussage.
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4.5.3 Regel von DE L’HOSPITAL

Satz 4.17 Sind f,g auf [a,b] stetig und gilt fir xy € [a,b] : f(z0) = g(xo) = 0 und
sind f,g auf [a,b] \ {zo} diffbar und ¢'(x) # 0 fir alle x nahe bei xqy, dann gilt:

lim /(@) = lim f’(x)) wenn lim f'()

— existiert.
i gle) i g'(w) e g'(x)

Beweis: Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt

flx) _ flz) = flzo) _ f'()

B =, fiir g gilt: [ — 20| < |z — 2.
g(x) g(x) — g(xo) g’(n) | 0| | 0|

L) — g existiert = (wegen | — zo| < |z — z0]), da$f auch 5 — z,

g'(z)
strebt und damit L é"; auch gegen a strebt, damit gilt lim,_, g Exg = a. O

Wenn nun lim,_,,, =

Es gilt weiterhin:

Satz 4.18 Sind f,g auf [a,b] \ {zo} diffbar (vo € J[a,b]) und ¢'(x) # 0 fir

alle = nahe bei xy, besitzen f,g die uneigentlichen Grenzwerte lim, ., f(z) =

(i_)OO hmxﬁmo g( ) = (i—)OO S0 ngt

! !
lim @ = lim / (x)) wenn lim / (x)em’stiert.
v—wo g(x) - g'(2) a—wo g'(x)
(@,+00) | .
Wenn f,g auf diffbar und
(—OO, b)
Jim f(z) = lim g(z) =0, oder lim f(z)= lim g(z)= oo
lim f(z)= lim g(z) =0, oder lim f(z)= lim g(x) =00
T——00 T——00 T——00 T——00
und ¢'(x) # 0 fir alle x mit |z| gentigend grof, dann gilt
flx f'(@)

fla) _

lim

?Ei% re ?,Ex% , falls der rechte Grenzwert ezistiert.
g(z)

a:%+oo

m—>+ g T m—>+oo g (J,’)

Unbestimmte Ausdriicke:
Es sei stets xy € [a,b], f,g diffbar auf [a,b] \ {zo}.
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- 000 limyy, f(2) =0, lim,_,,, g(x) = 400, so kann man

lim f(z)-g(z) = lim @ bow. = lim 440

T—T0 T—HTO ——

setzen, so daf} die Regel von de I'Hospital anwendbar ist.

Ist h(z) stetig auf dem Bildbereich von f, dann gilt lim, ., A(f(z)) =
h(limg 4, f(z)), falls lim,_,,, f(z) existiert.

0% Ist limg gy f(2) = 0, limg e, g(z) =0, f(z) > 0 fiir  nahe bei g =

lim f(2)/@ = lim /@ /@) _ climeoz g(@)1n (@)
T—T0o T—T0

Man kann dann lim, ,,, g(z) - In f(x) (nach 1.) so umformen, dafl wieder die
Regel von de I"'Hospital anwendbar ist.

O,

. ,1%°, 00”“: Analog wie unter 2. werden auch folgende Fille behandelt:

(a) limg ,q f(2) =1, limy_,,, g(z) = 00

(b) lim, ., f(z) = +o0, lim, ., g(x) =0

— lim f(z)9®) = elimemao 9(2)Inf(@),

T—TQ

+ +

. 00 — 00 Gilt lim,_y,, f(z) = )00, lim, ., g(z) = (1) 00, dann kann man

—~

setzen.

(Meist sind in diesem Fall f und ¢ als Briiche gegeben, dann sollte man f(x) —
g(z) als Bruch zusammenfassen, da dann die Regel von de 1'Hospital direkt
anwendbar ist.)
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Abbildung 4.3: Schnittwinkel zwischen Kurven

4.5.4 Schnittwinkel zwischen Kurven

Sind f, g auf [a, b] stetig diffbar, dann besitzen ihre Schaubilder in jedem Punkt eine
Tangente. Schneiden sich die Schaubilder fiir x = xy, so nenn man den Winkel «
zwischen den Tangenten an f und ¢ in (zo, f(z0)) den Schnittwinkel zwischen f und
g (Abb. 4.3).

Wegen a = a; — ay, tanay = f'(xp), tanay = ¢'(z0) =

tana; —tanay  f'(w0) — ¢'(2o)
I +tana; -tanay 1+ f'(0)g' (20)

tan o =

fiir f'(0)g'(wo) # —1.

Esist f'(z9)¢'(zo) = —1,d. h. ¢'(z9) = — <= f und g schneiden sich senkrecht.

_1
f'(z0)

4.5.5 Einfache Iteration und Newton-Verfahren

1. Einfache Iteration:

Das Nullstellenproblem f(z) = 0 148t sich stets in ein sogenanntes Fizpunktpro-
blem x = g(x) umwandeln, z. B. durch z =z + af(z) = g(z), 0« € R, a #0. T
ist Losung von = = g(z) <= T = ¢(T).

Ist xy eine grobe N#herung fiir T, so setzt man z; = g(x¢), 2 = g(z1),...,
Tpi1 = g(Tn), .. ..
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Abbildung 4.4: Einfache Iteration

Satz 4.19 Ist g diffbar, dann gilt:

Die Folge {x,} konvergiert gegen T, wenn |¢'(x)| < q¢ < 1 auf einem Intervall .J
ist, das alle x mit |x —T| < |zg — T| enthdlt.

. NEwTONverfahren:

Ist f auf [a,b] stetig diffbar, besitzt f auf [a,b] eine gesuchte Nullstelle T und
ist zq eine grobe Néherung von T, so kann man y = f(z) durch die Tangente in
(xo, f(z0)) (wenn f'(zy) # 0) ersetzen, und den Schnittpunkt x; der Tangente
mit der z-Achse als neue Nédherung fiir  nehmen:

Tangentengleichung: y — f(xo) = f'(xo)(z — o), y = 0= —f(x9) = f'(x0)(x1 —

.730) — T = Ty — J{,((:;%))
Setzt man dies fort, d. h. x5 =z, — J{,((“;l)), ..., so erhélt man allgemein

xn-‘rl = ‘/I"n - f’(aj )
n

Satz 4.20 (Hinreichende Bedingung fiir lim, ..z, =T) Ist f auf [a,b]
zweimal diffbar, gilt
f(x) - f"(x)
f'(x)?

< q <1 fir alle x mit |x — | < |zg — 7|,

so konvergiert {x,} gegen T.
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(zo, f(20))

7

Y

R
L) o~

I
E— L2 %1 Zo

Abbildung 4.5: Newtonverfahren
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Kapitel 5

Integralrechnung

5.1 Riemannsummen, bestimmtes Integral

Es wird hier nur fiir stiickweise stetige Funktionen das Riemann-Integral eingefiihrt.

Definition 5.1 f heifit auf[a, b] stiickweise stetig, wenn f auf[a, b] hichstens endlich
viele Unstetigkeitsstellen besitzt.

Definition 5.2 Es sei a = 29 < 1 < 23 < ... < x, = b eine Zerlegung z, des
Intervalls [a,b], Ax; = i1 — 2, 1=0,1,...,n— 1.

Die Zerlegung z,, (m > n) wird Verfeinerung der Zerlequng z, genannt, wenn z,
jedem Teilpunkt von z, enthdlt.

Definition 5.3 (Riemannsumme)

i
L

Sy = fe) Az,  xp < M < Tpp
0

i

wird Riemannsumme zur Zerlegung z, genannt.

Ist fir alle k =0,1,...,n =1 f(tx) = SuPy, <p<ap,, 1./ (@)}, 50 nennt man

7
L

ES
Il
o

66
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Al‘i

Y

0=a Ty To Ti Tyl Tp1 Tn =0

Abbildung 5.1: Riemannsumme

Obersumme, ist fir alle k = 0,1,...,n —1 f(s) = infy, <<, {f(2)}, 50 nennt
man

7
L

S, =) flsk)Axy

n
0

i

Untersumme.

Ist nun f auf [a, b] beschrinkt und stiickweise stetig, ist {z,} eine beliebige Folge von
Zerlegungen des Intervalls [a, b, so dafl mit A,z = maxo<p<n_1 Az lim, oo Apx =
0 gilt, so gilt

lim S, = lim S, = lim S, =: S,

n—o0 n—oo n—oo

unabhéngig von der Wahl der Unterteilungsfolge {z,}. S wird das Riemannintegral
von [ auf [a,b] genannt. Bezeichnung:

S:/abf(x)dx.

Ist f(xz) > 0 auf [a,b] und dort stetig, so erhélt man mit fabf(x) dx den Inhalt der
durch a <2 <b, 0 <y < f(x) gegebenen Fléche.

fab f(z) dx nennt man das bestimmte Integral von f auf [a,b]. a wird untere Grenze, b
obere Grenze genannt.
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Satz 5.4 Flir das bestimmte Integral gilt:

1. [Yaf(x)+ Bg(x)) de = a [’ f(z)de + B [’ g(z) dz,

2 Ista<c<b= ['f(z)de= [°f(z)de+ [’ f(z)dz,
3. [ fla)de = — [} f(x)da,

4. f(@) 2 9(@) = [} f(@)de > [} g(x) du,

5. ‘fabf(x) dx‘ < fab|f(x)|dx, wenn b > a.

Satz 5.5 (1. Mittelwertsatz) Ist f stetig auf [a,b], dann gilt mit

my = min f(x), my = max f(z):
z€[a,b] z€[a,b]

1. my(b—a) < fabf(x) dz < my(b—a),

2. fabf(x) de = (b—a)f(n) fir einn mit a <n <b.
Fiir alle x € [a, b] sei
Fa) = [ e

dann ist F' eine Funktion auf [a, b].

Es gilt nun

Flz+ Az) — F(z) = /:erf(t) dt /:f(t) dt — /:erf(t) dt.

Ist f stetig auf [a, b], dann folgt aus dem 1. Mittelwertsatz

T+Ax
[ f0de=pAe, witln -2 < |Ad]

Damit erhalt man den
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Satz 5.6 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Ist f auf [a, D]
stetig, x € [a,b], so ist die Funktion

F(x) :/ f(t)dt
auf [a,b] diffbar und es gilt:
Fl(z) = f().

Man kann also das Integral als Umkehrung der Ableitung auffassen.

Ist f auf [a, ] stetig, so nennt man jede Funktion F' mit F'(x) = f(z) auf [a, b] eine
Stammfunktion zu f. Sind Fy, F; Stammfunktionen zu f, so gilt F|(x) — Fj(x) = 0 auf
[a, b], also ist F(z)— Fy(x) = c auf [a,b]. Damit F'(z) = f(z) auch (F(z)+c¢) = f(x)
gilt, ist die Stammfunktion zu f bis auf eine additive Konstante ¢ eindeutig bestimmt.

Das Auffinden aller Stammfunktionen F' zu f nennt man das unbestimmte Integral:

/ F(z) da.

Ist F' eine Stammfunktion zu f, dann gilt

b

/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Das unbestimmte Integral [ f(x)dx zu bilden, bedeutet: Man bestimme alle Funk-
tionen F' mit F'(z) = f(x).

Indem man die Tabelle der Ableitungen der elementaren Funktionen ,umgekehrt*
liest, erhélt man somit die Grundintegrale:

f@) |F@ =@ de f@) | @) = J 7)o
2% aF# =1 gt +c sing | —cosx+c¢
r ! Injz|+ec cosz |sinz +c¢
e’ e’ +c COSBI tanz 4+ ¢
@, a#0,1 | f=a" +¢ —— | —cotz+c
sinh x coshx + ¢ lng arctanx + ¢
cosh z sinhz + ¢ 11—1:2 arcsinz + ¢
— tanhz + ¢ 1i:c2 arsinh  + ¢
— —cothz + ¢ —— | arcoshz + ¢
) artanhx + ¢, |z| <1,
bt { arcothz +¢, |z|>1
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Ebenso erhélt man aus den Regeln zur Differentiation die folgenden Integrationsre-
geln:

Satz 5.7 1. /(af( )+ Bg(z) x—a/f dx+ﬂ/f ) dz (Linearitét)

/ f(x / f(z)g'(z)dx (partielle Integration/Produkt-

integration)

3. /f(g(x))g'(x) dx = /f(u) du, u = g(z), du = ¢'(z)dr (Substitutionsregel)
(d. h. ist F' Stammfunktion zu f, so ist F(g(x)) Stammfunktion zu f(g(x))g'(z).)

5.2 Spezielle Substitutionen

1. Lineare Substitution: Ist a # 0, dann gilt

/f (ax +b)d /f )du, u = ax + b.

(@)
=In|f(x)| +c.
[ oy =i
ar +b ) ) .. ar +b .
3. Ist R, ¢ eine rationale Funktion in x und { und gilt aff —
oz + 3 ax + 3
b
ab # 0, so fiihrt die Substitution ¢ = { Zij——ﬁ (= o= at,_a, dx = (55%‘52 :
b
nt" ! dt) das Integral /R (x, o] 4T ) dz in
ar +

/R b—pt .t ap—ab it g
at — a (at™ — a)?

4. /R(e””, cosh z, sinh z') dx wird durch die Substitution ¢t = e (z = Int, dx = %)

iber.

t
in das Integral iiber die rationale Funktion

[rlealea) o (-2)) %
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iiberfiihrt.
5. /R(cosx,smx) dx. Substitution ¢t = tan§ = sinz = 2 sin o - cos o = 2 -
sin%cos% . tang _ 2t
coszg—i—sinfz% l+tan® % 1+
cos? £ — inzg 1 —tan*2 142
CoOsT = 2T Sz 2z 27
cos® 5 + sin” 5 1+tan§ 1+t
4 —11l+tan’i) = do=2- Htggzg = 2.4

ergibt das Integral

11—t 2t 2
/R , dt.
14+¢271+¢2) 1+ ¢2

6. /R(x,\/l — 2?) dz. Substitution z = sint, dx

ergibt

/ R(sint, cost)costdt.

7. /R(x,\/xz—i-l)dx. Substitution z =
cosh t dt ergibt

/ R(sinht, cosht) coshtdt.

costdt, V1 —1x? = cost

sinht = Va?2+1 = cosht, dx =

8. /R(x, Va? — 1) dz. Substitution x = cosht, va?+ 1 = sinht, dx = sinhtdt

ergibt

/ R(cosht,sinh t)sinht dt.

5.3 Integration rationaler Funktionen

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine rationale Funktion R(z) =

grierbare rationale Funktionen zu zerlegen.

P(x)
Q(x)

in einfache inte-
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Vorbemerkungen:
Ist Q(z) ein Polynom vom Grade m > 1, dann gilt:

Satz 5.8 (Fundamentalsatz der Algebra)
Q(xz) mit grad Q = m > 1 besitzt genau m Nullstellen zy, ..., z, € C.

Satz 5.9 Ist Q(z) = apa™ + ap_12™ L+ ...+ a1z + ag, so gilt
Q) = apm(z — z1)(x — 22) - (T — 2zp).

Sind ag, ai, . ..,a,; € R und ist z; eine komplexe Nullstelle von Q(x), dann gilt 0 =

Q(z) = Zajzi und wegen 0 =0, @; =a;, j =0,...n folgt
=0

0=0=0Q(z) = a;(z)

= 7y ist ebenfalls Nullstelle von Q).
Also Q(z) =0 <= Q(zx) =0, wenn @ nur reelle Koeffizienten besitzt.

Wegen (z — z;)(z — z) = 2% — 2(Rezp)z + |2|* = 2% + apw + By, mit ay, B, € R,
kann man damit jedes Polynom mit reellen Koeffizienten Q(z) = Y /" a;z/ in reelle
Linearfaktoren: x — z; (z; reelle Nullstelle), oder quadratische Faktoren: x2 + a,,x +
Bk, 2k, zr Paar komplexer Nullstellen zerlegen.

Faf3t man mehrfache Nullstellen zusammen, so erhédlt man
Q@) = am(x — )™ -+ (x — 2;)" (2 + vz + By)* - (2% + gz + )",

r,...Ty, 81,...Sl€N, 7"1—1—7“2—}—...+1"j+2(31+...—}—sl):m.
P(x)

Ist nun R(z) = (P,@Q Polynome) eine rationale Funktion mit grad P =

Q(x)
n, grad () = m, so kann man, wenn n > m ist, durch
Rlo) = Pla) : Qo) = i) + 00

R(x) in ein Polynom P; mit grad P; = n —m und eine rationale Funktion R;(z) =
P2 (.73)

mit grad P, < m zerlegen.
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Da Polynome einfach zu integrieren sind, ist im weiteren nur

R(z) = mit n < m

von Interesse.

(Haben P und @ gemeinsame lineare oder quadratische Faktoren, so kiirzt man
zunéchst, da dann das Weitere weniger aufwendig ist!)

Ist nun Q(z) = (x — x1)™ -+ (@ — ;)" (2® + awx + B1)% -+ - (2 + oy + 3;)*, dann

existiert zu R(x) = eine (eindeutig bestimmte) Partialbruchzerlegung:

P(x
Q(z)

Ty l
(x —x,)F x2+aux+ﬁu)

v=1 k=1 p=1 k=1

Ayyk, Bu,ka Cu,k e R

Zur Berechnung der Partialbruchzerlegung macht man den Ansatz

JT ] kx+0k
R(z) Q(x) ZZ (x — z,)* ZZ xzj-a x—l—uﬂu)

v=1 k=1 p=1 k=1

mit unbestimmten Koeffizienten A, , B, ; und C,;, falt dann die Partialbriiche zu
einem gemeinsamen Bruch zusammen

p(,’lﬁ, Au,ka Bu,k; C,u,k)
Q(z)

und bestimmt die Konstanten durch Koeffizientenvergleich
P(ZE) - P(.Z’, All,ka Bu,k; Cu,k)-

Damit ist

j du Buxr+Cyp
[ s =323 an [ o+ 303 [ ki
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Berechnung der Integrale der Partialbriiche:

dz
1. =In|z —x,|+c,

T —x,
dz 1 1
2. = — k> 2.
/ (x —x,)k k—1(x—ux,)k1 te -
3.

/ Bx +d dr —

2?2+ ar+p
1 [(B2z+a)+2d—-aB
N 5/ 2?2 +av+ B

B 2r + « 1 2d — aB
= — | ———dz + - > dx
2 ) 224+ p 2) (x+92+p-%

1
B 1 NG
- gln(x2+ax+ﬁ)+(d—%B)ﬁ/ il — du,
1 a
[W(Ji—f—g)} +1
2
mit 7= — -,
B 2d — aB 1
= 5ln(x2+ax+6)+7aarctan {— (x—l—g)} +c.

V7 VAN

(y>0, da2® +axr + 3 #0 in R)

/ brrd
(22 +ax+ Bk

1 [b(2x +a)+2d—ab
d k>2
/ (22 + ax + B)k v (kz2),

2

b 1 (2d — ab) dx
— 2(k—1) (22 + ax + B)FL * 2 / [(
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dt t

1
= 2(k- D/Wdt —2(k — 1)/ (2 + 1)k +(t2 + 1)k 1

1 t 2k -3

TPV R T

mit

I di arctant +
= = arctan C.
! 241

Bemerkung: Gilt in /

/

5.4 Weitere spezielle Integrale

P) 4 r)=a-Q'(x), dann is
Q(x)dx' P(z) Q'(x), d t

P(:C) = a Ql(x) T = aliln T C
Q0 /@(x)d Q@) +e.

Integrale der Form

/R(x, Vax? + bx + ¢) dx.

1. a> 0= az?+ bz + ¢ = a[z? + 2ax + ] mita:%, B=C=aw’+br+c=
al(x + a)? + 7] mityzg—%, =L

Ist v =0, so ist

T+ «, T >«
\/a:v2+bx+c:\/5|x+a|:\/ﬁ-{ -,

—(r+a), z<a«a
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und das Integral [ R(z,v/a |r — ) dz ist fir > o« und z < « jeweils das
Integral iiber eine rationale Funktion.

Ist v # 0, so ist

2
+, wenn v > 0,
Vax? +bx + ¢ = +/aly| - <x—|—a> +1, 7

—,wenn y < 0.
Mit der Substitution

(z+a), v =Pt —a, do=/|yld

t =

1
il
folgt:

/R(x, Var? +bx + ¢)dr = /R(\/Mt —a,\a|y|/P) £ 1) dt.

1
VI

Weiter: siehe 5.2.7 oder 5.2.8.

= ar? +br +c = |a|][y — (v — @)?], mit a = 5L, 7= ﬁ(4|a|c+ b?).

Ist v < 0, so ist vax? 4 bz + ¢ nicht reell (bis auf x = «, v = 0), also kann
v > 0 vorausgesetzt werden.

2
2 = _ (2=
= ax +bx+c—|a|7<1 (ﬁ))

o Ve T o= \/1 _ (7)

Die Substitution

1
t=—(@@—a), r=a+/vt, de=/ydt
\ﬁ( ) val val

fithrt zu
1
/R(x, Vax? +bx + ¢) de = W/R(OH— VYtV |aly V1 —t2) dt.

Weiter: siehe 5.2.6.
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5.5 Einige Anwendungen der Integralrechnung

5.5.1 Flichenberechnung

Sind f, g stetig auf [a,b] und ist F' die durch ¢ < z < b und die Schaubilder von f
und g begrenzte Fliche, so erhélt man fiir den Fldcheninhalt von F: (vgl. Abb. 5.2)

A

Abbildung 5.2: Fldcheninhalt

F= [ 15@) - gta)] .

Gilt f(z) > g(x) auf [a, b], so ist
F= [ (#@) - gla)) ds

5.5.2 Fliachenschwerpunkt

Sei f(x) > g(z) auf [a,b] und die Fliche F' durch die Schaubilder von f und g
begrenzt. Ist F' mit einer homogenen Masse belegt, so erhédlt man die Koordinaten
des Schwerpunktes von F, S : (s, ys):

1 b

vo= 5 [ @) —gleNdn u= 5z [P - o) i
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mit F = [*(f(z) - g(z)) dz.

5.5.3 Lénge eines durch y = f(z) gegebenen Bogens
b
s(a, b) :/ V1+ fl(z)?d.

5.5.4 Rotationskorper

Sei f(z) auf [a, b] stetig, f(z) > 0 und

1. Kx der Korper, der durch Rotation des Schaubildes von f um die x-Achse
entsteht, dann gilt fiir das Volumen

b
Ve = 7r/ f(z)? da.

2. a > 0 und K, der Kérper bei Rotation um die y-Achse. Ist f auf [a, )] streng
monoton und stetig diffbar, dann gilt:

b
Vy:7r/ 22 f'(z) da.

3. Ist f auf [a,b] stetig diffbar, so gilt fiir die Mantelfliche des Rotationskorpers
bei Rotation um die z-Achse:

A= 27r/ f(x)/1+ f'(x)?d.

5.5.5 Schwerpunkt eines Bogens

Ist der Bogen I' durch y = f(z), a < x < b, gegeben, f stetig diffbar auf [a, ]
und ist v mit homogener Masse belegt, so gilt fiir die Kordinaten des Schwerpunktes

S(x87 ys):

1 ’ 2 _ 1 ’ ! 2 T
"= S / rIF PP de, = 5o, / F@)VIT P @) da.
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1. Guldinsche Regel: Rotiert die Kurve I' um eine Gerade, welche die Kurve I'
nicht schneidet, so ist die Oberfliche des dabei entstehenden Rotationskorpers
gleich dem Produkt aus der Linge der Kurve und dem Umfang des Kreises, den
der Schwerpunkt der Kurve bei der Rotation durchlauft.

2. Guldinsche Regel: Rotiert eine Fliche F' um eine Gerade, welche die Fliche
F nicht schneidet, so ist das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers
gleich dem Produkt aus dem Flécheninhalt von /' und dem Umfang des Kreises,
den der Schwerpunkt von F' bei der Rotation durchléuft.

5.5.6 Mittelwert einer Funktion

Ist f stetig auf [a, b], so ist der Mittelwert von f auf [a,b]:

1 b
fm:b_a/; f({l?)dfl'

5.6 Mittelwertsitze, Taylorformel

Satz 5.10 (Verallgemeinerter 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Ist f auf [a,b] stetig, g auf [a,b] integrierbar und ohne Vorzeichenwechsel, dann exi-
stiert ein n € (a,b) mit

[ rterar =500 [ oty ar

Beweis: Es kann g(z) > 0 angenommen werden (anderenfalls wihle man h(z)
—g(x)). Ist m = mingep f(r) und M = maxepy f(x), dann ist mg(x)
f(x)g(z) < Mg(z) auf [a, 0]

:>m/ dx</f dx<M/

Mit G = f;g(x) dx ist G - f(x) auf [a, b] stetig und nimmt jeden Wert zwischen mG
und MG an, also existiert ein 7 € (a, b) mit

[ rterar =500 [ oty ar

IA
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Satz 5.11 (2. Mittelwertsatz) Ist f auf [a,b] integrierbar und g(z) auf [a,b] mo-
noton, dann ezistiert ein n € (a,b) mit

/abf(x)g(x) dx = g(a) /anf(x) dz + g(b) /nbf(x) de.

Satz 5.12 (Taylorformel) Ist f auf [a,b] n + 1-mal stetig diffbar und zy € (a,b),
dann gilt

F@) = 32 O ) oz w0)f + Rl 20),

mit
1

(n+1)! (= 20)" 1 f" w0 + 0w — 20))

Rn(xa ZC()) =

mit einem ¥ mit 0 < 9 < 1.

Beweis: Es kann 2y = 0 gesetzt werden. (Mit g(z) = f(xo + ) gilt ¢ (0) =
F¥ (@o).)

Es ist dann f(z) = [ 1- f'(t)dt + f(0). Mit u(t) = (¢t — z), u/(t) = 1 erhilt man
durch partielle Integration

fl@) = fO0)+ (t—2)f'(t)

= / (= o) f(0) de
— FO0) + F(0)x - / (- ) () dt

Mit u(t) = (t — x), v(t) = f"(t) ergibt erneute partielle Integration:

Ha) = F0)+ £ = 522 +5 [T 02 a
= f(0)+ f'(0)z + %f”(())xz + %/Ox(t — )% f"(t) dt.

Setzt man dies fort, so folgt

fla) =3 2Ot +
k=0 "
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Aus dem verallgemeinerten 1. Mittelwertsatz erhilt man dann

Bulw) = % /j(t—x)”ﬂ“”(t)dt

_ (_1)n (n+1) nt1|”

_ n+1, n+1 p(n+1) :
= 7(n+1)!x " f (Yz), mit 0 < < 1

Ersetzt man 0 durch xy und z durch x — z¢, so folgt die allgemeine Taylorformel. O

5.7 Uneigentliche Integrale

Definition 5.13 1. Ist xy € (a,b), f auf [a,b] \ {xo} stickweise stetig und ist f
bei xy nicht beschrinkt, so nennt man

Tro—¢€ b

b
lim f(z)dr + lim f(z)dx = / f(z)dx

e—04 a n—04 zo+7

das uneigentliche Integral von f iiber [a,b], wenn beide Grenzwerte existieren.

FExistiert

lim [ / T by do + b+ F() dx] :]fb f(z) do,

8*)04_

b
so nennt mcm][ f(z) dx den CAaucHYschen Hauptwert.
a

2. Ist [ auf [a,+00) (oder auf (—o0,b], (—o0,+00)) stickweise stetig und be-
schrinkt, so wird

/oof(x) dr = blim bf(x) dx

a

uneigentliches Integral 2. Art genannt, falls der Grenzwert existiert.
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FEbenso:

/_ f(z)dx = lim f(z)dx

a——00
a

+oo b
- f(z)de = aEIPoo (bginoo/a f(z) dx) .

5.8 Numerische Integration

Ist ein bestimmtes Integral nicht elementar zu berechnen oder nur sehr aufwendig
zu l6sen, so geht man zu numerischen Integrationsformeln {iber. Diese nennt man
Quadraturformeln.

Die géngigen Quadraturformeln entstehen dadurch, da} man die zu integrierende
Funktion f auf [a,b] (stiickweise) durch Interpolationspolynome ersetzt und diese
anstelle von f integriert.

b
Quadraturformeln zu / f(z)dx

5.8.1 Trapezformel, Rombergverfahren

Man teilt das Intervall [a, b] in n gleichgrole Teilintervalle der Lénge h = ”_T“:
ro=a, r1=a+h,...,xp, =a+k-h,...,x, =D,

und ersetzt f(z) auf [zg, xg11] durch die interpolierende Gerade

1

Ye = f(x) + h(x — ) (f(Trg1) — f (7))

. /mk+1 dx - /’-Tlc-‘rl " dr — g[f(xk) n f(xk+1)]

Tk

Wegen
Tht1 n—1 h
[ 16 d:c—z / fla)do Y S @) + f (@)
k=0
erhilt man die Trapezformel
T() = 2070 + F0) + 207 (@) + flea) + o+ ) b=

als Ndherung fiir fab f(@)dz. h = "% heiBt Schrittweite.
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Y
A
>
a = Iy X1 To T3 Ty =0
Abbildung 5.3: Trapezformel
Fehlerbetrachtungen

1. Sind S, S, die Riemannschen Ober- bzw. Untersummen zur Intervalleinteilung,
so gilt S, <T,, <.5,, so daf

lim 7,(f) = / f(z)dx

n—o0

gilt.

2. Um den Rechenaufwand moglichst gering zu halten, bildet man nicht fiir belie-
bige n die Unterteilung a = ¢, x¢ + h, o + 2h, ..., 20 + nh, sondern halbiert
die Teilintervalle fortlaufend, d.h. man wihlt n =1,2,4,...2% .. .. Das hat den
Vorteil, dal man bei der Berechnung von Thi+1(f) die schon bei Ty (f) berech-
neten Funktionswerte benutzen kann und damit nur 2¥ neue Funktionswerte
berechnen muf3.

3. Konvergenzgiite: Setzt man H(x) = (v—ay)(r—xpq) fir o, <o < x4, k=
0,1,...,n— 1, und ist f € C?[a,b], dann gilt

n—1

/ab H(z)f"(x)de =) /wk“(w — 2p)(r — 2pq) f(2) doe

k=0 " Tk
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i
L

= N @)@ —m) @)
0

— Z /mk+1 (2x — x — xpp1) f'(2) do

Tk

TT

Da H(z) > 0 auf [a, b], folgt aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz
b b
[ H@r@a = [ e
m1c+1
I( Z/ (r — zp)(x — 2ppy) do

Subst.;:X*Xk f//(n) - / u(u — h) dx
0

-

Mit h = =2 erhilt man daher die Fehlerformel:

(b—a)’

n2

/f Yo =T = 5" ) " ne (@)

Ist nun f (2m + 1)—mal stetig diffbar auf [a, b], dann gilt:

Bulf) = 3 agh®* + Ro(f. 1),
k=1
(mit limy,_g h%Rn(f, h) = 0), wobei die a; nicht von h abhéngen.
Damit ist

m

R2n(f) = Z 22k th + R2n(f)

k=1
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also gilt mit [ = fab f(x)dx

47

= 31

Tp + Ro(f) = T, +a1h2+222kh2’“+R (),
k=2

2k
(Tt Bn(1) = 4T+ 44 25 (2) 4+ 4R)
k=2

)

ATy, — T, +222k + 4R, (f) = Ra(f)-

Also ist T}, 1 = Top + %(TZn —T,) ein Verfahren der Ordnung h*. Setzt man dies fort,

also

161

= 151

Tn,l + Z bkh2k + RTL;

2k

. h
161501 +16 ) by + fin,

15T2n,1 + (TZn,l — Tn,l) + Z Ckh2k + Rn

= Tn2 = Ton1 + 15(Tony — Thy1) ist ein Verfahren der Ordnung h°.

Dies fiihrt zum Rombergverfahren:

Too Trapezformel mit Schrittweite h =0 — a,

_1
3

13 h_
“ h_

2

« h = b;ka‘

(4T50 — Tj_10), j=1,...k,
Ty = (16T,

—T;11), j=2,...,k, allgemein:

1

Tju = o 1 [22“Tj,u_1 - Tj—1,u_1} . J =l ...k
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Schema:

To
N\

Ty — Ty,
N\ N\

Toy — Toy — Too
N\ N\ N\
—

T31 — T32 — 133

Bildet sich ein sogenanntes Nest, d. h. erscheint eine Gruppe von mindestens drei
Werten T, ,, die in der geforderten Stellenzahl {ibereinstimmen (z. B. T3, T3, T3 3),

so nimmt man diese T, ,, als Niherung fiir fab f(x)dx.

1
Beispiel 5.14 :/ e dx, AI <5-107".
0

Top =~ %[1 +0,3678794] ~ 0, 6839397
Ty =~ %[1 +2-0,778808 + 0,3678794] ~ 0, 7313703
Ty =~ é[l, 3678794 + 2(0,9394131 + 0, 778808 + 0, 5697828)] = 0, 74299841
Ty =~ 11—6[1, 3678794 + 2 - 5,6508721] & 0, 7458657
Rombergverfahren:
4/3 16/15 64/63
0, 6839397

0,7313703 0, 7471805
0,7429841 0,7468554 0, 7468337
0,7458657 0,7468262 0,7468243 0,7468242

I ~ 0, 7468. 0
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Ist mit einem vorgegebenen n keine geniigende Genauigkeit erreicht, so fiigt man
weitere Trapezwerte hinzu, bis die geforderte Genauigkeit erreicht ist.

TO,O
Tl,O Tl,l
TZ,O T2,1 T2,2
Tn,O Tn,l Tn,2
Tn+1,0
Tn+2,0

5.8.2 Simpsonformel
Teilt man das Intervall [a, b] in n = 2m Intervalle der Lange h = ;a, und ersetzt die

n
Funktion f auf den Intervallen [x3,, 9(,41)] (2, = a+vh) durch das Interpolations-
polynom 2. Grades an den Stellen s, 2,11, 2,19, 50 gelangt man zur Simpsonformel

(vgl. Abb. 5.4)

Top=a il i) I3 T4

Abbildung 5.4: Simpsonformel

h m—1 m—1
Sn(f) = g f(a)+f(b)+22f(1'2u)+42f(332u+1)
v=1 v=0
Fehlerabschiitzung: Ist f € C*[a,b], [ = fab f(x)dz, dann gilt I = S, (f) + R, mit
b — 5
1l = Oy 0, e o)

180nt
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b—
Mit h = —— gilt also |R,| = ¢(f) - h?*, so daf das Simpsonverfahren von 4. Ordnung
n
ist.

Simpsonverbesserung: (mit s, = s,(f), Son = S2,(f))

Up, = So, + E(1682n — Sp).

Bemerkung: FEs gilt, wennn = 2F fiir ein k € N ist: s, = nts Un =Tno (Tni,Tho:
siehe Rombergverfahren).

Die oben angegebene Fehlerabschétzung ist in der Praxis hdufig unbrauchbar, deshalb
benutzt man die heuristische (mathematisch i. a. nicht korrekte) Fehlerabschétzung

1
An — ﬁ|52n - 3n|7

d. h. ist A, kleiner als die vorgegebene Fehlertoleranz A/, so nimmt man sy, als
. . b
geniigend genauen Nédherungswert fiir fa f(z) dx.



Kapitel 6

Unendliche Reihen

6.1 Zahlenreihen

Definition 6.1 Sind ag, a1, as,... € R, so nennt man die Folge der Summen
n
So = Qo, 81:a0+a1,...,3n: E Ag,y - - -
k=0

eine unendliche Reihe und schreibt dafiir
>
k=0

Definition 6.2 Die Reihe ;. , ax ist konvergent genau dann, wenn die Folge der
Partialsummen s, = ZZZO ap konvergent ist. Ist lim, .. S, = s, so schreibt man

Ist s = 00 oGk, Sn = Y o Gk, SO gilt lim, o |5, — s| = 0; man nennt dann r, =
Y rent1 @k den Reihenrest und es gilt dann limy, o |ry| = lim, o |5, — s| = 0.

Ist Y02 ag nicht konvergent, dann nennt man » - ,a) divergent.

Aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen erhélt man

89
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Satz 6.3 > -, a konvergent <= zu jedem e > 0 existiert ein ng(g) mit |s, —Sm| <
e fir alle n,m > ny(e).

= (D02, ax konvergent = limy_, aj, = 0).
Aus den Grenzwertséitzen fiir Folgen erhélt man:
Satz 6.4 Ist s1 =Y ook, S2 =D peobr, dann gilt mit o, f € R:
130 J(aag + Bby) =y pegar + By e br = asy + fso,
2. limy, 00 D p_p Zzzo ap - by =lmy, oo D0 gag - limy, 00 Y p_ b = 51 - Sa.

Definition 6.5 Die Reihe Z;O:o ap wird absolut konvergent genannt, wenn
> vy lak| konvergiert.

Satz 6.6 Da s, =), _,|ax| monoton wachsend in n ist, gilt:

> e @k ist genau dann absolut konvergent, wenn .- |ax| beschrinkt ist.
Damit erhdlt man den

Satz 6.7 (Majoranten-(Minoranten-)Kriterium) FEs sei ab einem ng: 0 < b, <
lan| < ¢, (n € Nyn > ng). Dann gilt:

1. Ist Y02 ¢ konvergent = Y02 ay ist absolut konvergent,
2. ist Y o o by divergent = > 77 ay, ist divergent.

Eine absolut konvergente Reihe ) .°  aj ist konvergent, denn es gilt (m > n):

m m m n
[sm = sal = | D anl < Y ol = D lan] =Y x|
k=0 k=0

k=n-+1 k=n+1
Definition 6.8 Ist Y . ay konvergent, aber nicht absolut konvergent, dann nennt
man Y .-, a; bedingt konvergent.

Definition 6.9 Man nennt die Reihe Z;’io b; eine Umordnung der Reihe Y .- a,
wenn die Mengen {b;| j = 0,1,...} und {ax| k =0,1,...} gleich sind (d. h. die ay
in anderer Reihenfolge addiert werden).

Satz 6.10 Es gilt:

1. Ist Y 02 o ay absolut konvergent und s =Y, ax, dann gilt fir jede Umordnung
Djobj=>s.

2. Ist Y o, ap bedingt konvergent, so existiert zu jedem A € R eine Umordnung
> ieobj von 7 g ag mit Y37 by = Al
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Die Geometrische Reihe
Es ist (geometrische Summe):

n 1_qn+1
D df=——— 4ERg#L
k=0 — 4

0 fiir|¢| <1

Wegen lim,, o |q|"T! = { gilt:

+oo fiir [g| > 1
> oo, " ist absolut konvergent und > ¢* = ﬁ fiir |¢| < 1,
> e, ¢" ist divergent fiir |¢| > 1

6.2 Einige Konvergenzkriterien

Mit Hilfe des Majoranten-(Minoranten-)Kriteriums und der geometrischen Reihe
erhédlt man das Quotienten- und das Wurzelkriterium.

Satz 6.11 (Quotientenkriterium) Existieren zur Reihe Y .- ay ein ng € N und
ein g € R, mit 0 < q <1 und || < q fir alle n > ng, dann ist " a, absolut
konvergent.

QAn 41
an

Existiert zur Reihe Z/C:O:o ap  lim,_ =q, dann gilt

1. Ist 0 < ¢ <1, dann ist > -, ay absolut konvergent.
2. Ist ¢ > 1, dann ist die Reihe divergent.

3. Ist g = 1: keine Aussage tber Konvergenz.

Gn+1
Qn

)

(Der Satz gilt allgemeiner mit ¢ = lim,,_ o0

Satz 6.12 (Wurzelkriterium) Euwistieren zur Reihe Y- ax ein ny € N und ein
g € Rmit 0 < q <1 und {/|a,| < q fir alle n > ny, dann ist die Reihe absolut
konvergent.

Ezistiert zur Reihe Y ;- a,  limy, o0 ¥/|ay| = ¢, dann gilt:

1. Ist 0 < q < 1, dann st die Reihe absolut konvergent.
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2. Ist ¢ > 1, dann ist die Reihe divergent.

3. Ist ¢ = 1: keine Aussage.

An+1
an

_ 2t coshmn __ 9_e'te™
" cosh(n+1) 2n T Zentlye—n—l

Beispiel 6.13 LY 2, c02s];1k’

2 1+872" : Gnt1 | __ 2 .
= ity = limy o0 |22 ‘ = 2 < 1 = Reihe konvergent.
oo 3k : On+1 | _ 3 . .
2. Y pso =7 = limy, = 2 > 1 = Reihe divergent.
. . 2 .
3. Y e kLz = limy, o0 | 2| = limy, 00 (kﬁ—l)z =1, keine Aussage.
O
Konvergente Reihen )" .° ax mit lim,_,o || =1 bzw. lim,_, {/|a,| = 1 konver-
QAn 41

=¢q < 1 bzw. lim, 0 1/ |an| =q<

ieren ,,schwéicher® als Reihen mit lim
» n—00
1.

Zur Untersuchung solcher Reihen ist manchmal das Integralkriterium niitzlich:

Satz 6.14 Euristieren zur Reihe " ax ein ng € N und eine auf [ng, +00) definierte
stetige, monoton gegen Null strebende Funktion f(x) (limg_,, f(z) = 0) mit f(k) = ay
fiir alle k > ng, dann gilt:

> v ai konvergent <= [ f(x)dx konvergent (a > ng).

Beispiel 6.15 > 7 &, f(z) =%, > 1, [ 2 da konvergent = >°° | & kon-

vergent. O

6.3 Alternierende Reihen, Leibnizkriterium

Definition 6.16 Gilt fir die Reihe Y o b by-bgy1 < 0 fir allek =0,1,2,..., dann
wechselt by bestindig das Vorzeichen. Eine solche Reihe nennt man alternierend.

Man kann dann
bk = (—l)kak

setzen, wobei alle ay das gleiche Vorzeichen haben, also o.E. ar > 0 annehmen.
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Bildet die Folge a; eine monoton fallende Nullfolge, so gilt mit n > m:

Sn—5m = (=1)"ap + (=100, + ...+ (=1)"a,
(—1)m+1 (am+1 - g/m+2 + am+3;— gm+4 + am+5‘
<0 <0

A (R 4 (<1) M)

= |8n - 3m| S Am+1 +ay,

und da limy_,. a; = 0 ist = Zzo:o(—l)kak ist konvergent.

Daher gilt:

Satz 6.17 (LEIBNIZ-Kriterium) Bilden in der alternierenden Reihe Y 2o (—1)*ay
die Glieder ay ab einem ng eine monotone Nullfolge, dann konvergiert die Reihe.
Auferdem gilt dann (fir n > ng) mit

s =3 (=Dfar, su=> (=Dfac: s = sl < lansl,

d. h. || < lans1]-

6.4 Funktionenreihen

Definition 6.18 Die Funktionen fo(x), fi(x),... seien auf [a,b] definiert. Dann
nennt man

> fulx)

eine Funktionenreihe.

Man nennt die Funktionenreihe punktweise konvergent auf [a,b], wenn fir jedes
zy € [a,b] Y pe, fr(wo) eine konvergente Reihe ist. Dann wird durch

flo) =) fulw)

wieder eine Funktion auf [a,b] definiert.
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Die Funktionenreihe heifst auf [a,b] gleichmdfig konvergent, wenn zu jedem € > 0
ein (von x € [a,b] unabhdngiges) ny(e) € N existiert mit

< e fir allen > m > ny(e).

> filx)

Es gilt:

Satz 6.19 Sind fo(x), fi(x), ... stetig auf [a,b] und ist die Reihe > - o fr(x) auf [a,b]
gleichmapig konvergent, dann ist f(x) = >_0°, fu(z) auf [a,b] stetig, auferdem gilt
dann

[ rwa=3" [ nwa

k=0"¢

fiir alle © € [a,b] und die Reihe >;" fam fr(t) dt ist ebenfalls auf |a,b] gleichmdfig
konvergent.

Sind fo, f1,... auf [a,b] stetig diffbar und ist die Reihe > .-, fi(x) auf [a,b]
gleichmdpig konvergent und ist > -, fx(@o) fir ein xy € [a,b] konvergent, dann ist
f(z) =300 fu(z) auf [a,b] gleichmapig konvergent und es gilt:

Fl@) =) filo).

Gibt es zu jedem fi(x) ein ax € R mit | fr(z)| < a, fir allex € [a,b] und k =0,1,2,...
und ist die Reihe Y 7., ax konvergent, dann ist >, fr(x) auf [a,b] gleichmdpig
konvergent.

Beispiel 6.20 f(z) = ;" 1 cos(kz).

Wegen |5 cos(kz)| < % und D07, % konvergent = > 77, L cos(kz) ist auf R

b
gleichmiBig konvergent = fab f@)de =370 fab cos(kx) doe =Y 7 msin(kz)| =

a

> rey 75 (sin(kb) — sin(ka)). 0

Definition 6.21 Die Reihe Y - fr(x) wird auf [a,b] absolut konvergent genannt,
wenn Yoo | fiu(2)| auf [a,b] konvergiert.
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6.5 Potenzreihen

Ein wichtiger Typ einer Funktionenreihe ist die Potenzreihe

o
Z ap(r — 20)¥, 20 : Entwicklungszentrum, ag,a,... € R.

k=0

Um Aussagen iiber die Konvergenz von Potenzreihen zu erhalten, wendet man
Quotienten- und Wurzelkriterium an.

Satz 6.22 Setzt man by, = ay,(z — )", so besagt das Quotientenkriterium: Wenn

)k;+1 Qg1

Qg

bi+1

_ fipg %@ %0
by

k—o0 |ak(.73 —ZL'())k|

lim

k—o0

= |z — x| lim = |z — 20| - ¢
k—o0

existiert, dann gilt:

1. Ist |z — xp|lqg < 1 = Konvergenz.
2. Ist |x — xo|lqg > 1 = Divergenz.

3. Ist |x — xolqg = 1 = keine Aussage.

ak+1
a

Daraus folgt: Existiert limyg_, o = q (eigentlich oder uneigentlich), dann gilt:

1. Ist ¢ =0, dann konvergiert die Potenzreihe fir alle v € R (auf jedem Intervall
la, b] gleichmdfSig).

2. Ist0 < g < +00, dann konvergiert die Potenzreihe fir alle x mit |zt —x| < a < %
gleichmdfig (bei festem a < ¢~') und divergiert fir alle x mit |v — x| > %.

3. Ist ¢ = +00, so divergiert die Potenzreihe fir alle x # xy.
Analog erhélt man aus dem Wurzelkriterium:
Satz 6.23 FEristiert limy_,o v/|ar| = ¢ (¢ = +00 ist zugelassen), dann gilt:

1. Ist ¢ = 0 = die Potenzreihe konvergiert fir alle x € R (gleichmdfig auf jedem
Intervall |a, b]).

2. Ist 0 < ¢ < 400 = die Potenzreihe konvergiert fir |z — x| < a < é gleichmdfig
und divergiert fir |x — xo| > %.
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3. Ist ¢ = +00 = die Potenzrethe divergiert fir alle v # x.

Ok+1
Ok

Bemerkung: FEs ist stets limy_, o = limy_, o0 ¥/|ax| = q, wenn die Grenzwerte

existieren.

Definition 6.24 Ist 0 < g < 400, so nennt man r = % den Konvergenzradius der
Potenzreihe.

Ist ¢ = 0, so sagt man, die Potenzreihe besitzt einen unendlichen Konvergenzradius.
T = +00.

Allgemein gilt:

Gegeben ist die Potenzreihe > ay(z — xo)*, dann nennt man

1
T = —/—/
limy o0 v/ | |
den Konvergenzradius der Potenzreihe (r = 0, +oc zugelassen), und es gilt:

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle  mit | — xy| < r und divergiert fiir alle z mit
|z — xo| > r. Die Menge {z| |x — x¢| < r} nennt man den Konvergenzbereich der
Potenzreihe.

6.5.1 Eigenschaften von Potenzreihen

Satz 6.25 Eine Potenzreihe stellt in threm Konvergenzbereich eine beliebig oft diffe-
renzierbare Funktion f(z) = ", ax(x — x0)* dar und es gilt dort:

flo) = kap(e —z0)*", ..,
k=1

o0

FO(z) = Zk c(k=1) (k= j 4 Dag(x — z0)F,

k=j

wobei die Potenzreihen Y02 k- (k—1) -+ (k —j+1)ag(z — x0)* 7 stets den gleichen
Konvergenzradius und Konvergenzbereich wie Y o o ax(z — x0)* besitzen.
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Eine Potenzreihe darf man innerhalb ihres Konvergenzbereiches gliedweise integrieren,
d. h.ist f(z) = D37 ar(x — z0)* mit r : Konvergenzradius, dann gilt

/abf(x) de = gak/ab(x—xo)kdx,

wenn das Integrationsintervall im Konvergenzbereich liegt, also zo—r < a < b < xo+7
gilt.

Es ist

/w:ﬂt)dt:gak/;(t—xo _

und der Konvergenzradius der integrierten Reihe ist gleich dem der Ursprungsreihe.

)k+1

JI—ZL'O y

k=0

Beispiel 6.26 Die geometrische Reihe Y 7 2* konvergiert fiir |z < 1, und es gilt:

f(z) = . Zx

1—=x

Damit ist (fiir |z] < 1)

1 00
f'(x):m:1+2x+3x2++kxk_l+:Zk’xk_l,
k=1
@) = = Zkk—l (k—j+1a*, j=12,....

Auflerdem erhélt man fiir |z| < 1:

00 T 00 1 =
In(l — 2) = — tkdt:— thdt = — —t’“*t‘

0

:>ln 1—x

k=0 n=1

Damit gilt z.B., wenn man x = % einsetzt:

I < /1\"1 1 1 1 1
m2=-In-=% (2] === =
N ) Z(2> n 2 8 e

n=1
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Beispiel 6.27 Setzt man in der geometrischen Reihe

o
¢", lal <1
k=0
q = —t? ein, so erhilt man fiir |¢| < 1:
:Z I e e B e A
k=0 k=0
und damit
T dt o0 . T ok S N .’L‘2k+1
tanz = =3 (~1 2hd =3 (=1 fiir |2| < 1,
arctan /0 T kz%( ) /0 kz%( )Qk—l—l tir |z
also
R
arctanr =0 — —+ — — —+..., |r| <Ll
3 5 7 &
Analog erhilt man mit ¢ = ¢
o
= % <1,
T 0 2k+1
= artanh z = fii <1
artanh /0 T kz:: tir |z|

Satz 6.28 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) Ist f(z) = >_,° ax(z — zp)F,
g(x) = > 02 bi(x — x0) fir |z — xo| <7, dann gilt dort

g(x) = f(x) fir alle |x — x| <7 <= ap = by fir alle k =0,1,2,....

Um den schreibtechnischen Aufwand zu verringern, setzen wir im folgenden xy = 0.
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6.5.2 Rechenregeln fiir Potenzreihen

Satz 6.29 Ist f(z) = Y o, axx®, Konvergenzradius ri > 0, g(x) = > o, brpx®, Kon-
vergenzradius ro > 0, a, f € R, dann gilt:

1. af(x)+B8g(x) = ad e axa®+ B3 p bea® = D02 (cvag + Bby)x*, und fir den
Konvergenzradius r der letzten Summe gilt: v > min(rq,rs).

2. (Cauchy-Produkt)
flz)-glz) =Y apa®- Z bpa® = Z cpa®
k=0 k=0 k=0

mit ¢, = Zj:(] a;b,_;, Konvergenzradius r > min(ry,rs).

3. Ist by # 0 (<= ¢(0) #0), dann gilt
J@) =g ok
g(x) ; e

mit einem Konvergenzradius r > 0.

Multipliziert man die Gleichung mit g(z), so folgt

00 00 00 00 k
Z akxk = Z bk.’L‘k . Z dk{L‘k = Z(Z djbk,j)!l?k
k=0 k=0 k=0

k=0 j=0
k
=ap =) dib_;, k=012, ..,
§=0
also gilt:
ay = do'bo = d() = Z—g
a = d0b1 + d1b0 = d1 = %(al — bldo) = %(al — %)
Ay = d0b2 + d1b1 + dzbo
ap = dobk + dlbk,1 + ...+ dkbo
woraus man nacheinander dy, dy, ... aus den bekannten Koeffizienten ay, by be-

rechnen kann
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Beispiel 6.30 1.

1 ok N~ DM
] In(1+2) = E xE P
—x
k=0 k=1

1 1
= (l+z+2*+..) (x—z2*+z2° —..)

2 "3
o0 k —lj \
"X (Zl(j))'”

1 1 1
= 1— )22+ (1 -+ )2+ ...
z+ ( 2)x + ( 2+3)x+ ,

Konvergenzradius: r = 1.

9 _arctanz _d1x+d2x2—{—d3x3—|—....

1+In(14+z)
Ls, 15 2 3 L,
=T - 37 +5x +... = (diz+dor” +dsz +...)(1+x—5x +...)
1
= diw+ (dy +dy)z® + (ds + dy — 5dl)x?’ +...

:>d1:
d2+d1 _%:>d2:_%_d1:_%
dy+dy—tdi=t=dy=%t—dy+id=1+2-1=8

6.6 Taylorreihen

Ist die Funktion f(x) durch die Potenzreihe

flz) = Zak(x—xo)k fir |z —xo| <r, r>0
k=0

gegeben, so gilt (wie wir sahen)

f94) = Z k(k—1)---(k— 7+ Dag(x — z0)*7

= Jlaj+ (G +1)j 2 ajm(e—x0) +...
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= fO(x0) =5'-a; bzw. a; = ;=012

d. h. die Funktion f ist unendlich oft bei z, differenzierbar und es gilt a; = %f(j)(xo),
also

o0

fla)y=>"

§=0

%f(j)(flfo)(l' — xz9)’.

Damit liegt es nahe, zu fragen, ob sich diese Betrachtung nicht umkehren 148t, d. h. :

Ist f eine auf [a, b] beliebig oft diffbare Funktion und zy € (a,b), gilt dann

auf einem Bereich B C [a, b]?

Dies gilt i. a. nicht, wie das Beispiel

B e_z%, x #0
f(:v)—{ o

zeigt, denn es ist f)(0) = 0 fiir alle k =0, 1,2, ..., aber

o0

f(z) #

k=0

®(0)
k!

(g

xk:ZO-xkEOﬁirx;AO.
k=0

Jedoch 148t sich diese Frage fiir eine Reihe wichtiger Funktionen positiv beantworten.
Dazu geht man von der Taylorformel aus.

Ist f auf [a,b] oc-oft diffbar, zy € (a,b), dann gilt fiir jedes n € N, = € (a,b):

© (k)
f(fl?) :Zf k(le) (w—xo)k—}—Rn(x,xo),
k=0 )
mit
Ry (z,m0) = (n i 1)!($ o)™ F D (1)

Damit erhalt man:
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Satz 6.31 Es ist

0 £(k) (
f(x):Zf ( 0)(x—x0)k fir |z —xo| <r

< lim R,(z,x9) =0 fir alle x mit |z — zo| <.

n— 00

Man nennt dann f(x) = > 72, Al ,xo (x — x0)* die TAYLORreihe von f(z) an der
Stelle zg.

Ist xg = 0, so wird die Taylorreihe

MAcC-LAURIN-Reihe genannt.

6.7 Reihenentwicklungen der elementaren Funk-
tionen

6.7.1 f(z)=¢"
@) = et = fO0)=1, k=0,1,2,...

n
xn—i—l

1
=" = —a% + R, (), mit R,(z) = en®,

— k! (n+1)!

mit 0 < 9, < 1 fiirallen =0,1,2,....
Fiir alle z mit |z| < m (m > 0 fest gewihlt)

n+1

M _em = lim Ry(x) =0,

= [Ru(2)] < grpgyre™ = Jim

und da m > 0 beliebig gewédhlt war

=1
Zk_ ko fiir alle z € R.
k=0
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6.7.2 f(z)=sinhz = (" —e™®)
" =Yt = et =30 H(-1)fk e R=
- N S I G VA
sinhx = 3 (Zyx —Z o x
k=0 k=0
1 1 2?2 1 x? 2P
= 5 +$+§+§+ —$+§—§+
_ < 1 2j+1
= (27 +1)!
20
= x+ ? + g 4+ ...
Analog:
1 v = =1 22— 2?7t
coshx—2(e +e —]2222— 1—1—54—?—1—
6.7.3 f(z) =sinz
= f'(z) = cosz, f"(x) = —sinuz,..., allgemein:
f(2) = (=Dksinz, fE(z) = (1) cosx
= fEO(0) =0, fEFI(0) = (-1)".
= Taylorformel fiir zy =0
2n+1 f n
sinr = z* + Ry, 2j+1+Rn x
Z o~ z QJ + s ()
mit
:L.2n+2 il
R2n+1($) = m(—l) Sln((snl’), 0< 571 <1
22
= |Rapt1(2)] < 2n 1) = nh_}n(go Ropi1(z) =0 fiir allex € R

103
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. _Oo (=" 2k+1 _ a? 2
k=0

Differenziert man diese Gleichung nach x, so erhilt man

6.7.4 Binomische Reihe

Ist « € R, a#0, f(z) = (1 + 2)% dann gilt: f'(z) = a(l + z)*7, f"(z) =
ala—1)(142)*72 ...,

fO@)y=al@=1)---(a—k+1)(1+2)** ...,
also
fO)=1und fO0)=a(a—=1)---(a—k+1), k=1,2,....

Damit erhilt man (Taylorformel):

(l—i-x)o‘:1+Za(a_1)“1;:!(a_k+1)xk+Rn(x)

mit
xn—&-l

R,(x) = o 1)!a(a —1)-(a—k)(1+6x)> " 0<d<1.

Man definiert

(a> _ala-lelas kD)

k k!

und (g) = 1, somit gilt
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Das Restglied R,(z) 1d8t sich in diesem Fall nicht so gut abschéitzen wie in den
vorhergehenden. Um zu sehen, ob (und wo)

(1+2)* = g (Z)xk

gilt, geht man folgendermaflen vor:
Die Potenzreihe P(z) = 377 (%)2* besitzt die Koeffizienten a, = (§). Nun ist

apr1|  |ala—1)---(a—k) k! ek
ap | (k+1)! ala—1)-(a—k+1)| |k+1
= lim k1 =1=gq.

k—o0 ag

Damit besitzt die Potenzreihe P(x) den Konvergenzradius 1 und fiir |z| < 1 gilt dann
N
P'(x) = ka1,
=3 ()

Multipliziert man mit (1 + z) =

o0

(L+2)P(2) = (Z) k(b 4 2b) = :01 (Z) k! + :ol (Z) ka®.

k=1

Indem man in der ersten Summe (auf der rechten Seite) £ — 1 durch £ ersetzt, folgt:

)
(1+2)P'(z) = i(ki1>(k+lx +Z<O‘>kxk
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= InP(x) =In f(z) + ¢, also

(1+2)*=q i (Z‘) ",

Setzt man x = 0 ein, so folgt 1 = ¢y, also

L+a)=>" (Z‘) z% fiir [z| < 1. Binomische Reihe

k=0

6.7.5 Arkus- und Areafunktionen

Mit Hilfe der binomischen Reihe lassen sich die Reihenentwicklungen der Arkus- bzw.
Areafunktionen bestimmen:

Es ist

1
VvV1—1x2

M

= (14 (—2?))"z.

1

5 und ersetzt o durch —#?, so erhilt man

Setzt man in der binomischen Reihe o = —

o=

= (1 (=)

0

(75) =D (f)t”“, 1 < 1.

k=0

V-2
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Damit folgt fiir |z| < 1:

Toodt
arcsinz = / \/—t

1
= ( 5) tQk dt
k=0

- ( _% 2k+1 .
_ f 1.
Z2k+1 k iir || <

Analog erhélt man

o0

arsinnr = = ur |z
o VITP 2%k +1\k

Bemerkung: Besitzt eine Funktion f(z) fiir |z — x| < r (r > 0) die Potenzreihen-
entwicklung

so ist dies natiirlich ihre Taylorreihe an der Stelle xg, d. h.

f(k)(a:o)
k!

ap =

Insbesondere sind die oben angegebenen Reihenentwicklungen die Taylorreihen der
Funktionen an der Stelle zy = 0.

Will man eine gegebene (oo oft diffbare) Funktion f in eine Taylorreihe entwickeln,
so ist oft die Berechnung der Ableitungen f*)(x) kompliziert und der notwendige
Nachweis lim,, o, R,(z) =0 in

n ) (g )
f@) =3 T @ - a0+ By

recht schwierig, und man versucht deshalb, auf andere Weise zur Reihenentwicklung
von f(z) zu gelangen, z. B. durch Umformung bekannter Reihenentwicklungen (etwa
Integration oder Differenzieren). Manchmal kann man auch einfache Substitutionen
verwenden.



108 KAPITEL 6. UNENDLICHE REIHEN

Ist f(z) = >_,2, axa® mit Konvergenzradius r > 0, dann besitzt die Funktion F(z) =
fla-2™), a #0, a € R, m € N die Reihenentwicklung

F(z) = Z aga® - 2™*
k=0

und die Reihe besitzt den Konvergenzradius

R= n/—.
lal

Beispiel 6.32 1. f(z) =cosz =) o (71)% % r = +o0, F(z) = 2cos(223) =

) =23 Oy = 7(_1()2;; R

1
= ~In(5—2?
LG o)
1 1 x?
— “s4+-lmf1-%
3n+3n< 5>
1 2
_ gln5—l——ln<1+<—%>>

<1 < |z| < V5.

= Konvergenzradius R = V5.
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6.8 Einige Anwendungen von Reihenentwicklun-
gen

6.8.1 Niherungsweise Berechnung von Funktionswerten

Die Funktionswerte der transzendenten elementaren Funktionen e*, sinx, cosx usw.
lassen sich nur fiir wenige Werte z exakt berechnen, z. B. ¢ = 1, sin0 = 0, sin & =

%, ..., ansonsten kann man nur Nidherungswerte bestimmen.

Eine hiufig benutzte Moglichkeit ergibt sich aus der Potenzreihenentwicklung einer
Funktion. Ist

flz) = Zak(x—xo)k fir |z —xo| <r, >0,
k=0

SO setzt man

f(z) ~ Zak(x —x0) = su(z), fiir |z — 20| < 7.
k=0

Die Abweichung vom wahren Funktionswert wird dann durch den Reihenrest

An(@) = [ra(z)] =

gegeben.

Ist eine bestimmte Genauigkeit gefordert, d. h. soll f(z) bis auf einen Fehler A genau
berechnet werden, muf n so grofi gewéhlt werden, dafl |r,(z;)| < A gilt.

Beispiel 6.33 1. Berechnung von /e auf 6 Stellen nach dem Komma (d. h. A <
5-1077):

n ist so zu bestimmen, da8 |r,| < 5-107".

o0

1
Il = 2

k=n-+1
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o0

 (n+ 1)t k! 2k-—n-1
k=n+1

o0

1
< —E 27k
[on+1
(n 4 1)12ntt o
1

(n+1)2n
Irn| <5-1077 wenn (n+1)!-2"-5> 107

Dies ist fiir n = 7 erfiillt, also

7
1
Ve = ) o E5-1077

S IS I I S
- 2 78 48 ' 384 ' 3840 ' 46080 = 645120

= 1,648721+5-10".

+5-1077

2. Berechnung der Zahl .

Es ist tan%:%:>7r:6-arctan%.

o0
1
arctan z = z:(—l)kixy“rl fiir |z <1

P 2k +1

= 1 1 6 ~= (—1)F
=7=6-Y (=1) : =y

P 2k+1 3 VB (2k+1)3F

Da alternierendes Vorzeichen vorliegt und m monoton gegen Null geht, ist

hier die Abschéitzung des Reihenrestes einfach (Leibniz-Kriterium). Es ist

1 6
2(n+1) + 1)3nt1 /3’

| < (

Soll 7 bis auf einen Fehler A < 5-107% bestimmt werden, so ist n so zu wihlen,
daf

2V/3

-6 6 n+1
(2n+3)3n+1<5-10 . d.h. 2-v3.10°<5(2n+3)3
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gilt. Man addiert nun so lange die Glieder der Reihe auf, bis das néchste Glied
< 5-107% ist, dann bricht man ab.

11 1 1 1 1
— 2/3|1-= _ _
i V3 0750 727 T9.81 11-243  13-729
1,1 1
15-2187 ' 17-6561  19-19683

= 3,141591 + 5-10°°.

+5-107°

6.8.2 Berechnung von Integralen

Ist f(x) = > pepar(z —x0)*, |x — 39| < und gilt |a — xo| < 1, |b— x| < r, dann ist

b oo b 00 1
/a f(x)dx:kz:;ak/a (x—xo)kdxzzk+1ak(bk+l—akﬂ)

=1 1 = (n+1)!(n+1)
ral = Z = Z
Rl 2kk! (2n+2)(n+1)! W kk!

1 SN 1
(n+1)(n+1)!j202 C(n+1D(n+1)

= || < 5
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n n+1)!
(da 2 <1 und (T§+J{+)j)! < 5).

5-107° 5(n+1 1)! > 10°, gilt fiir n = 7.
EDIEDIR &= 5(n+1)(n+1)! > 10°, gilt fiir n

=1 = 1(1+1+1+1+1+ S )£5-107°
27 418 96 600 4320 35280

= 0,658949 45 - 10 °.

6.8.3 Niherungslosungen von Differentialgleichungen

Naheres siehe 2. Semester.
Beispiel 6.35 Gesucht eine Funktion f(z) mit
f'(@) + 22 f'(x) +2f(z) =0, f(0)=1, f'(0) =0.
Ansatz fiir f(z): f(z) =Y jaa® =ap+ a1z +aa*+ ..., f(0) =ao =1, f(0) =
a; =0, f'(z) =07 kaga®t, (@) = D200, k(k — 1)agzk=2

= Z k(k —1)agz™? + 22 Z kagz* 1 + 2 Z apx® =0
k=1 k=0

=
[|
N

=

WE

(k+2)(k + Dagoa® + 2 kaga® +2) apa® =0
k=1 k=0

=
Il
<)

= 205 + 200 + Y _[(k +2)(k + Dagra + 2(k + Lagla® = 0.
k=1

= ay = —ap und (k + 2)(k + Dagre = —2(k + 1)ay.

2
= k=1,2,....
k12 k+2ak7 ) &y

ay=1= ay = —1, a1:0:>a3:—1+#3a1:0:>a2j+1:0, 7=0,1,2,....
2 1 i1
a9 = —1, a2j+2 = —magj = —magj = Qg = (_1)]F
. (_l)k 2k —a2
:>f(x):Z v e
k=0 )
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6.8.4 Berechnung von Grenzwerten
Ist lim,_,,, L? zu berechnen und haben f und ¢ in zy jeweils eine Nullstelle hoher
Ordnung, dann wird die Berechnung des Grenzwertes mit Hilfe der Regel von DE
L’HOSPITAL zu aufwendig. Sind f und g bei 2y in Potenzreihen entwickelbar, dann
gilt

o0

f(x):Za](x—xo Zb xr — xz0)’
j=k1 Jj=k2
also ist
fz) _ ag, (¢ — 20)" + ag, 41 (x — o)+
g(ff) bkz (ZL‘ — Q;O)kz + bkz—l—l(l‘ _ [L‘())kZ'H 4.
= (z—= )kl—l@ e, + gy 1 (2 — 20) + ...
bk2 + bk2+1({L‘ - !170) =+ ...
Daraus folgt:
lim f(g = ik =k

:tOO, fiir ki < ko
Beispiel 6.36

(1 — cosz) sin z*

A = lim 3
2—0 sinh” z arctan x2
(Die Regel von DE L'HOSPITAL miifite 5-mal angewendet werden) 1 — cosz = ””2—2 -
%+...,sinx3:x3—§+...,sinh3x:x3+“"2—4+...,arctanx2:x2—5x4+...
B+ ) (-3 )
2 ar _?
= A = lim
B ) @ )
11,2
_ hm(i_ﬁx +.) (-5 +. )
=0 (1+4w+...) (1—4a2+..))
1
2
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6.9 Potenzreihen in C

Sind ag, a1, as, ... € C (also komplexe Zahlen) und z = x4y variabel, zy = zy+iyy €
C fest, so kann man das Polynom

n
Sy = Zak(z — zo)k
k=0

bilden.
Analog zur Definition einer Potenzreihe in R definiert man ZZOZO ag(z — zo)k.

S s ak(z — 20)* heiBt absolut konvergent fiir |z — 29| < R, wenn die reelle Reihe
> o lakllz — 20" fiir |z — 20| < R konvergiert. Dann wird jedem z mit |z — 29| < R
ein P(z) € Cdurch P(z) = 32 ai(z — 20)* zugeordnet, also eine Funktion definiert.
Konvergenzradius:

r

1
a mk%oo \k/ |ak| '

So ist die Reihe ;7 %zk fiir alle z € C absolut konvergent und mit z = x € R gilt:
e = > p ) mo¥, daher definieren wir

=1
et = Z sz fiir alle z € C.
k=0

Es gilt nun e* = % = % . ¢% und

eV = Z H(l)kyk = Z (2]-)! (Z)ijzj + Z (2/€ + 1)! (2)23+1y23+1‘
J

. © (=1) .. o —1)J ,
ezyzz( )y2‘7+i27( ) y* T = cosy + isiny.

2 (2))] 2 2k 1 1)
Damit ist
€] = | cosy +isiny| = \/cos?y + sin®y = 1,
7] = |e”[|ef¥] = e* = e,

Weiter gilt

eAl a2 — oo, 622, (ez)n — enz7 n e N.



Kapitel 7

Komplexe Zahlen (Teil II)

7.1 Eulersche Darstellung komplexer Zahlen

Jede komplexe Zahl 2 = x + iy ist eindeutig durch ihren Betrag und den Winkel ¢
bestimmt, der durch die positive z-Achse und den Strahl von 0 durch z definiert wird:
(vgl. Abb. 7.1)

z2=x4+1y

AS
i/
I
o3
N
Y

Abbildung 7.1: Komplexe Zahl

x=|zlcosp, y=|z|sing, also z=ux+iy=|z|(cosp+ising)=|z|e".

Definition 7.1 Den Winkel ¢ nennt man das Argument von z: ¢ = arg z. Die Dar-
stellung z = |z|€"? nennt man die EULERSCHE Darstellung von 2.

115
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Allerdings ist ¢ hier nicht eindeutig bestimmt, sondern nur bis auf ganzzahliges Viel-
faches von 27, also ist

z = |z|efPtH*m) ke 7.
Satz 7.2
= |21]€"" = 20 = |n]e"? <= |21| = |22| A1 = @2 + 2kT, k € L.
Satz 7.3 (Multiplikation) z; = €', 2o = roe'??
= 21 - 29 = 1€l - €92 = g pyel(P1te2)
Satz 7.4 (Ganzzahlige Potenzen) m € N, z = |z|e?
= 2™ = |z|™e"™ = |2|™(cos mp + isin mp).

Definition 7.5 (Wurzel in C) « = |a|e™®™ | € Z. Gesucht z € C mit 2" =
a, n € N. Jede Lésung z dieser Gleichung nennt man n-te Wurzel aus a. Bezeich-

nung: z = Ya.

Satz 7.6 Aus z = |z]e", a = |a|e’ ™) ynd 2" = |2|"e™? = |a|e! T k€ Z

:>{|Z| = lal }:>{‘/E ”|a|e(+ik7r) ke Z.

ny = ¢+ 2kw
Da k : n genau die verschiedenen Reste 0,1,...,n — 1 besitzt, gilt
Va=|a|en@tH0 k=01, ,n—1.

Die n-te Wurzel in C besitzt genau n verschiedene Werte.

Méchte man die n-te Wurzel in kartesischer Darstellung haben, so benutzt man e'? =
cos ¢ + 7 sin ¢, also

Va= /]l cos—¢+2k7r)+zsm (¢>+2k7r) , k=0,1,2,...,n— 1.

Bisher wurde ¢ = arg z nur geometrisch eingefiihrt. Ist nun z = x + iy gegeben, so ist

A = VAT o= el cosg, y = el -sing,
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also (v # 0) folgt tan ¢ = £ bzw. ¢ = arctan 2. Damit gilt:

arctan ¥, x>0,
arctan £ + 7, x <0,
SO:
o z=0,y >0,
— 5 r=0,y <O0.
Beispiel 7.7 v/—2+2i, |—2+2i =8, ¢ =arctan (%) +7 =7 — arctanl =

31 = Eulersche Darstellung: —2 + 2i = /8 ei(§m+2km)

= V=24 2i = V8GR k=0,1,2.

Man erhilt die Losungen

, 1 1
E=0:2 = V2eF =12 (cos%ﬂsin%) — V2 (5\/54—@'5\/5) — 141

_ 2 s 2
= 2 cos37r 7,51n37r
. 1 1 . 1 1 1 .
= (1+Z)(—§+§\/§Z>——5—5\/34‘5(\/3—1)7,,
. 1 1
k=2:2z = zoel(%”):(l—i-i) <—§—§ 3i>
(V3+1)i.

Wl

k=1:2z = \/iei(%“%”) =2¢'% . ei3T — 2p€"

(6

DN | =

Satz 7.8 (Moivresche Formel)

()" = (cosp +isinp)" = ™ = cosng + isin ne.

e = cos p + isin
Wegen { 7 7 }folgt

e 'Y =cosp—isinp

cos p = (ei“" + e_w) , singp = l (ei“" — e_i“") .

21

DN | =
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Auflerdem gilt:

1/ . ) 1
cosip = 5 (ezz‘p + 6_22“") =3 (7% + €¥) = cosh o,
1/ . . 1
—isinip = —3 (elz“" — e”z“p) =3 (e‘p — e"") = sinh .

Definition 7.9 (Natiirlicher Logarithmus in C) Ist z = |z|e'®®% # 0, so defi-
niert man

Inz :=In|z| +iarg z.

Dabei ist In |z| der reelle natirliche Logarithmus.

Es gilt dann:

elnz _ eln\z\+zargz _ eln\z\ . lAuBz |Z|ezargz =z,

also ist In z auch in C die Umkehrung von e*.

In 2 ist nicht eindeutig, da argz nicht eindeutig ist. Schrinkt man argz z. B. durch
—5 <argz < %77 ein, so erhdlt man den Hauptzweig des In:

Inz=1In|z|+ip, p=argz, —— << =7.

ro | 3
DN W

Definition 7.10 (Allgemeine Potenz in C) Analog wie in R kann man nun in C
die allgemeine Potenz definieren.

Ist o € C, a # 0, so ist

az = ezlna'

Da In o oco-vieldeutig ist, gilt dies auch fir o®. Verwendet man nur den Hauptzweig
des Ina so erhdlt man den Hauptzweig (Hauptwert) von o.

Beispiel 711 1. 1+t = e(l—i—i) Ini _ e(1+i)i[g+2k7r] — e—(g+2k7r)€i[g+2k7r]7 | =
Hauptwert: e('*)i5 = ¢

9 (_1 + Z-)Zi — p2iIn(=144) _ 62z’[%ln2+i(%+2k)7r] _ 67(%+4k)7r6i1n2‘



Kapitel 8

Lineare Algebra

8.1 Lineare Gleichungssysteme, Gaufischer Algo-
rithmus

Definition 8.1 Sind m Gleichungen der n unbekannten Griflen xy,xq,...%,, in de-

nen diese nur linear auftreteten, gegeben, so nennt man dies ein lineares Gleichungs-
system (LGS)

a1 xry +a19To+ ... +a1,Ty = b1 .
ar €R, j=1,...,m,
a1 +A29To+ ... +A2nZTy = b2
k=1,....n
bi,...,b, €R
U1 L1+ Aot . o Uy, = by
Ist by =by = ... = b, =0, so nennt man das LGS homogen, sonst inhomogen.
(1,...,2,) wird eine Losung des LGS genannt, wenn die Zahlen x1,. .., x, alle m

Gleichungen erfiillen.

Die j-te Gleichung
;1T + AjoT9 +...+ Ajnlp = bj

wird j-te Zeile des LGS genannt. Entsprechend heifit

Q1T

A2k Lk

Amk Tk

119
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k-te Spalte.

Um zu einem Losungsverfahren fiir ein LGS zu gelangen, machen wir zunéchst fol-
gende Betrachtungen:

Definition 8.2 Man nennt eine Umformung des LGS eine Aquivalenzumformung,
wenn sie logisch einwandfres ist und wenn das umgeformte System durch eine weitere
Umformung wieder in den urspringlichen Zustand gebracht werden kann.

Satz 8.3 Folgende Umformungen sind offensichtlich Aquivalenzumformungen:

1. Vertauschung der Zeilen,
2. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl oo # 0,

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Mit Hilfe dieser elementaren Umformungen gelangt man zu einem Losungsverfahren
fiir lineare GLs, dem Gauf3schen Algorithmus.

Zunichst kann man aq; # 0 voraussetzen (denn ist etwa a;; = 0, so mufl mindestens
ein a;; in der ersten Spalte # 0 sein, und man vertauscht dann die erste mit der j-ten
Zeile).

Man multipliziert nun nacheinander die 1. Zeile mit —22% (j = 2,3,...m) und addiert
diese jeweils zur j-ten Zeile und erhilt damit das LGS

a1+ a19T9 +a13r3+ ...+ a1, = b1
0 CoaToy + Co33 + ...+ Conkyy, = bg
0 C39%9 + C33%3 +...+ C3pTy, = b3
0 Cm2To + Cp3T3+ ...+ CpnTn = by,

Hier tritt nun unterhalb der 1. Zeile die Variable x; nicht mehr auf.

Dieses Verfahren wiederholt man nun mit dem (in Klammern stehenden) LGS

Co9T9 + Co3xs +... + Copky, = b2

C39T2 + C33T3 + ... + C3nly, — b3

S

Cm2T2  +Cp3T3 +... +CppTy = m»
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wenn mindestens ein ¢y # 0 ist. Es wird dann wieder diese Zeile mit der Zeile coypao +
... vertauscht, so dafl man cgs # 0 annehmen kann, und man erhélt das LGS

a;1ry  + apT2taizrs + ...+ a,x, = b1
+ CooTot co3y + ...+ CconT, = 52
0 d33.ﬁl‘3 +... +d3nxn = 53
0 dm3$3+ .. +dmnxn = Bm

Sind allerdings alle ¢jo = 0 (j > 2), dann vertauscht man die 2. Spalte mit der k-ten
Spalte (k > 2), in der mindestens ein ¢;; # 0 ist und verfihrt wie oben. (Die Variable
Ty wire dann mit der Variablen xj vertauscht.)

(Aus schreibtechnischen Griinden wollen wir annehmen, daf§ ein Tausch der Spalten
nicht nétig ist.)

Setzt man dieses Verfahren fort, so gelangt man schliefilich zu einem LGS

@111+ G122 +A13T3+ ... + amT, = b
0 Co2T3+Co3x3+ ... +  Copx, = 52
0 0
0O + ... + 0 +dkkwk+...+ Cz/mflfn = bz

+ o + 0 4.4+ 0 = b,
0 + ... 0 4.4+ 0 = b,

wobei a1 # 0, ¢ £ 0,...,dg, # 0, d. h. alle Koeffizienten cijj #0(j =3,...,k)
sind.

Daraus ergeben sich folgende Fille:

1. Ist k <m Ak <n, so gilt:

(a) Ist mindestens ein b # 0 fiir £ +1 < j < m, so besitzt das LGS keine
Losung.

b) Sind alle bt =0 fiir k+1 < j <m und
( j
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1.

il.
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k < mn, so kann man xy.1 = t1, Tpie = to,..., Ty, = tu g1,
ti,ty, ... th k1 € R setzen und erhilt z; in Abhéngigkeit von
t1,te, ..., ty_r_1 aus der Gleichung

Czkkfl?k + ...+ d]m.’L‘n = bz

Mit diesen Werten fiir xp,zri1,..., 2, geht man in die dariiber lie-
gende Zeile und 16st diese nach xp_; auf usw., bis man in die 1. Zeile
gelangt und nach z; auflost. Die Losung (xq, 9, ..., x,) ist dann von
den Parametern ¢, ty,...,t,_,_1 abhingig.

k = n, so steht in der k-ten Zeile (= n-ten Zeile): donTn = br, und
Ty = ;” ist eindeutig bestimmt. Damit sind auch z,_1,z,_9,..., 21
eindeutig bestimmt, und das LGS besitzt dann genau diese Losung,

ist also eindeutig losbar.

2. Ist k = m, so ist das LGS lésbar, und zwar

(a) eindeutig, wenn m = n,

(b) besitzt es unendlich viele (parameterabhingige) Losungen, wenn m < n

gilt.

Da im Gauf-Verfahren nur die Koeffizienten a;, und b; umgeformt werden, fiihrt
man dieses Verfahren durch, indem man die Koeffizienten an ihren Plitzen 148t und
die Variablen z; fortlafit. So gewinnt man mehr Ubersicht und vermeidet unnétige

Schreibarbeit.
a1 19 e A1p b1
agr Gy ... Qg | by app a2 - aip | by
0 C99 Ce Con b2
Am1  Gm2 ... OGmp bm
0 Co9 ... Cop b2 = 0 ce 0 Ckk .. Ckn bk
0 C32 ... C3p b3 0 Ce 0 ce 0 bk+1
0 Co9 o Cop bm 0 0 0 bm

usw.
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Beispiel 8.4 1.

T, — Ty + Tz — Ty = 1
200 + T9 — X3 + T4 = 5
—x1 — Ty + x3 + w4 = —1
200 — ®m9 + w3 + T4 = 5
2.
Ty — X9 + Tz — Ty = 1
200 + T9 — X3 + T4 = 5
—r — T9 + w3 + 3y = -1
20, — w9 + w3 + x4 = 0
1. Schema:

1 -1 1 -1 1 (1)

2 1 -1 1 5 (2)
-1 -1 1 1 -1 (3

2 —1 1 1 (4)

0 3 =3 3 (5)

0 -2 2 0 (6)

0 1 —1 3 3 (7)

0 0 0 —6|—6 (8)

0 0 0 +6|4+6 (9

0 0 0 0 0 (10)

8) = —6uy=—6=14=1
(7) = 29 —2x3+324=3
= 1y =3—-3ry+r3=x3=1,t€R, alsoxy =1
(1) = mn=1l4+m—a3t+ry=>x=1+t—t+1=2
Losung: (21,9, 23, 24) = (2,t,1,1), t € R
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2.

1 -1 1 -1 1 ()
2 1 -1 1| 5 (2

-1 -1 1 1|-1 (3
2 -1 1 1, 0 (4 Die letzte Zeile ergibt:
0 3 -3 3| 3 (5) 0z + 0w+ 0m3 + 024 =5
0 -2 2 0 (6) und besitzt damit keine Losung.
0o 1 -1 3|-2 (7) = System besitzt keine Losung
0 0 0 —6| 9 (8
0 0 6| -4 (9
0 0 5 (10)

O

In einem spéteren Abschnitt werden wir nochmals auf die Theorie der linearen Glei-
chungssysteme eingehen, dazu benotigen wir aber einige Begriffe, die in den folgenden
Kapiteln bereitgestellt werden.

8.2 Der n-dimensionale euklidische Raum R"

In der Vektorrechnung haben wir schon den 3-dimensionalen euklidischen Raum R?
kennengelernt.

Wir definieren nun:

Definition 8.5
R" := {(21,22,...,20) | 21,20, ..., 2, € R}

wird n-dimensionaler euklidischer Raum genannt.

Man bezeichnet, analog zum R,

X

= (r,9,...,2,) baw. ' =

als Vektoren.
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Definition 8.6 (Addition) Sind d@ = (a1, ay, ..., a,), b= (b1, b, ..., b,) gegeben, so
set

C_L)+I;Z (a1+b1,a2+b2,...,an—l—bn).
Definition 8.7 (Multiplikation mit einem ,,Skalar® « € R)
ad = afay, as, . .., a,) = (@ay, aag, . . ., aay).

Satz 8.8 Mit dieser Addition und Multiplikation mit einem Skalar erfillt der R" die
sogenannten Vektorraumgesetze:

1. i+b=0b+4d,

2. (@+b)+é=a+ (b+0),

4. Es existiert zu @ = Eal,aQ, ..oyap) ein Vektor —d = (—ay, —ag, ..., —a,) mit
i+ (—d)=d—ada=0,

5. FEsistl-d=ad,

6. a(@+b) = ai + ab,

7. (a+ p)d = ad + fd,

8. a(pd) = (af)d.

Definition 8.9 (Skalarprodukt) Ist @ = (ay,aq,...,a,), b = (by,bay ..., by), so
wird

65: a1b1 + a2b2 +...+ anbn = Zakbk
k=1

das Skalarprodukt zwischen @ und b genannt.

Ebenso wie im R* gilt auch hier
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3. @b+ @& = db + ac.

Definition 8.11

@ = \/a%+a§+...+ag
wird Betrag von @ genannt.

Satz 8.12 FEs gilt:

7, = (1,0,0,...,0), & =(0,1,0,...,0),...,& = (0,0,...,0,1)

bilden eine Orthonormalbasis des R*, d. h. es gilt

. {1 fir g =k

TETN 0 giarg £k
und

d=(a1,a9,...,a,) = a1€] + a2y + ... + 4 €,.
Definition 8.14 d,,...,d,, werden linear unabhéngig genannt, wenn aus c;d; +
Colly + ...+ cpdy, =0 folgt: ¢ =co=...=¢, =0.

8.3 Matrizen

Definition 8.15 Sind a;; € R, so nennt man das rechteckige Zahlenschema

a1 Q12 - Aip

21 Qo2 +*°  A2p
A= j

Am1 Am2 e Amn

etne Matrix. Kirzere Schreibweise:

A=(ay), j=1,....m, k=1,...,n
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genauer: A ist eine m, n-Matrix.

A besitzt m Zeilen und n Spalten. a; werden die Elemente der Matrix A genannt. i:
Zeilenindex, k: Spaltenindex.

Die Elemente a1, ass, ..., a;j,. .., bilden die Hauptdiagonale.

Ist B= (by), i=1,...,m, k=1,...,n, so gilt
B:A<:>bik:aik, izl,...,m,kzl,...,n.

Definition 8.16 (Spezielle Matrizen) Nullmatrix:

0 --- 0
o=1{: "-. : d. h. a; =0 fir alle i, k.
0 --- 0
Diagonalmatrix:

D = (ajy) mit ajp=0 fir j #k,

d. h. in einer Diagonalmatriz sind alle Elemente auflerhalb der Hauptdiagonalen gleich
Null.

FEine Matriz A heifit Dreiecksmatrix, wenn entweder alle Elemente unterhalb oder alle
Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen gleich Null sind:

A= (ag;) mit aj=0firj>0 oder ay=0 firk<]j.

8.3.1 Rechenoperationen fiir Matrizen

Definition 8.17 (Addition) Sind A = (a;), B = (bjx) 2wei m,n-Matrizen, so ist
A + B = (ajk =+ bjk;); d h

aixr v Qg by - by ap; +by - ap, + by,

Qo1 -+ QGop by o boy asy +bay - ag, + by
) ) + ) . ) = ) . )

Am1 Tt Amn bml Tt bmn am1 + bml T Amn + bmn

Definition 8.18 (Multiplikation mit einer Zahl « € R)

aA = alay) = (aay).
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Definition 8.19 (Matrizenprodukt) Sei A = (aj;) eine m,n-Matriz und B =
(bjk) eine l,r-Matriz.

Man nennt dann

aj = (ajlaaﬂ,---,ajn), j=1,...m

den j-ten Zeilenvektor von A,

b
- b
o=

blk

den k-ten Spaltenvektor von B.

Ist nun I = n, so kann man das Skalarprodukt zwischen d; und I;k fur j =
1,....m, k=1,...,r bilden. Man definiert dann das Produkt

AB ist dann eine m,r-Matriz.
Qik

A2k

Ist r =m und ¢ = der k-te Spaltenvektor von A und J] = (bj1, bj2, ..., bj)

Amik
der j-te Zeilenvektor von B, so ist

B- A= (d;c)
eine [, n-Matriz.

Man kann also AB genau dann bilden, wenn die Zeilenlinge von A gleich der Spal-
tenldnge von B ist.
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Falksches Schema fiir A- B:

ap:|ayn aip - Qi | dib a1 by 10y
a; : aj1 Qjo - Qjn a]bl ajbk ajbr
Qm * | Aml AQm2  ° Gmpp ambl ambk ambr
bll blk blr
b21 b2k; b2r
bnl e bnk e bnr
by by by

Es ist moglich, dafl AB zu bilden ist, aber nicht BA, und selbst wenn AB und BA
existieren, konnen sie verschiedenes , Format“ haben.

Beispiel 8.20

1
A=(1,2,3), B=|-1]=

1

1 2 3
AB=(2), BA=|-1 -2 -3],

1 2 3

also AB ist eine 1, 1-Matrix, BA ist eine 3, 3-Matrix.

Doch auch wenn AB und BA gleiches ,Format“ haben, gilt i. a. nicht AB = BA.

Beispiel 8.21

1 -1 0 00 0
A=11 2 o, B=[0 0 0
0 0 0 11 1

00 0 00 0

= AB=[0 0 0| =0#BA=10 0 0

2 1 0
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Satz 8.22 Fs gilt aber (sofern die Produkte existieren):
1. A(BC) = (AB)C,
2. A(B+C) = AB + AC,
3. (tA)B = A(aB) = a(AB), a € R,
J. (A+ B)C = AC + BC.

Definition 8.23 Vertauscht man in der m,n-Matriz A = (ajx) die Zeilen mit den
Spalten, d. h. spiegelt man A an der Hauptdiagonalen, so erhdlt man die zu A trans-
ponierte Matrix A,

Beispiel 8.24

L1 1oL
A=11 0 1 2| =A"=

0 1 1 1 2 11

3 2 1

O

Definition 8.25 Matrizen, deren Zeilenzahl gleich der Spaltenzahl ist, nennt man
quadratische Matrizen:

air - Qip
A= e =(aj), j=1,....,n, k=1,...n.
QAn1 *cr Qnp
Im folgenden sollen (sofern nichts anderes angemerkt wird) A, B, C,... steths qua-
dratische Matrizen gleicher Dimension sein. (A, B, C, ... n,n-Matrizen mit gleichem

Definition 8.26 FEine besondere Rolle spielt nun die Matrix

1 0 0
0 1 0

E=|0o 0o - o],
0 0 1

deren Elemente auf der Hauptdiagonalen gleich 1, sonst gleich Null sind.

Man nennt E die Einheitsmatrix.
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Satz 8.27 FEs gilt fir jede n,n-Matriz A:

AE =FEA=A.

Definition 8.28 FEuxistiert zur Matriz A eine Matrix B mit A-B = E, so nennt man
B die zu A inverse Matrix und bezeichnet diese mit A~ (B = A"1).

Beispiel 8.29 Nicht jede Matrix A besitzt eine inverse Matrix, selbst wenn A nicht
die Nullmatrix ist. So ist z. B. mit

1 1 1 3 1 -2 0 0 O
A=|-1 1 3|,B=| 6 2 —4]: B-A=|10 0 0] =0,
1 2 3 -3 -1 2 0 0 0
daher existiert A~! nicht, denn sonst wire
0=0-A"=(BA)A™' = B(AA™") = BE = B,
was offensichtlich falsch ist. O

Wir kommen wieder auf das Problem der inversen Matrix zuriick, nachdem wir De-
terminanten eingefiihrt haben.

8.4 Determinanten

Vorbemerkungen: In der rdumlichen Vektorrechnung (Kap. 2) haben wir das Vek-
torprodukt und das Spajprodukt kennengelernt. So sahen wir, dafl das Vektorprodukt
von d = (a1, as,0) und b = (by, by, 0),

a x g: (0,0, CL1b2 — azbl)

den (orientierten) Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms an-
gibt.

Ebenso erhielten wir durch das Spatprodukt der drei Vektoren @ = (ay, ag, as), b=
(b17 b27 b3)7 ¢= (Cla Ca, 03):

[Ei, [_): E] &'(5 X E) = ay (bgCg — bgcg) — ag(blcg — bgcl) + as (blcg — bgCl)

das (orientierte) Volumen des durch @, vb, vc aufgespannten Spates.

Man definiert nun
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Definition 8.30 (zweireihige Determinante) Fir A = (ZH Zl2> heift
21 (22

a11 A2
= a11G22 — Q12021 = |A|

Q21 Q22
Determinante von A.

Diese Determinante kann man geometrisch als (orientierten) Fldcheninhalt des von
den Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) der Matrix A aufgespannten Parallelogramms
deuten.

Definition 8.31 (dreireihige Determinante) Ist A = as1 A Qo3 |, so

nennt man

ap; Q2 a3 Gll(azza?,s - agzazs)
|A| = |0G21 G22 Q23| = — alg(azlagg - a23a31)

ds1 Gz (33 + ay3(az asy — axnas)
die Determinante von A.

Satz 8.32 FEine dreireihige Determinante kann man auch mit Hilfe der Sar-
rus’schen Regel berechnen:

ail a2 ais ail a2
N\ 25 2 Ve
az1 a2 as3 az1 Q22
Ve 2% 2 N\
- a31 a32 as33 a31 a32 +
Ve Ve Ve N\ N\ N\
—Q13022031 —011023032 —012021033 +Ta11G22033 +A12023031 013021032

Geometrisch kann man die dreireihige Determinante als das (orientierte) Volumen des
von den Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) aufgespannten Spates deuten.
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Nun ist
ay; Qa2 i3
o Q22  A23 Q21 A23 Q21 Q22
Q21 G2 G3| = Q11 — a2 + a3 )
a3z A33 a3; Aass a3z1 a3z2

as; Gzz2 ass
d. h. man kann die dreireihige Determinante durch zweireihige , Unterdeterminanten®
berechnen.
Wir definieren nun die Determinante einer n, n-Matrix A induktiv: n =4,5,.. .

Wir nehmen an, die (n — 1)-reihige Determinante sei schon definiert, und die n, n-
Matrix

aiy . a1k . A1in
A: ajl e a/jk; e ajn
an1 S Uk c O

gegeben.

Entfernt man aus der Matrix A die j-te Zeile und die k-te Spalte, so erhélt man eine
n —1,n — 1-Matrix A;;. Man kann dann die Determinante |A,;| bilden, setzt

Ajp = (=14, =1,....,n, k=1,...,n,
(man nennt A;; die Adjunkten von A) und definiert

@11 Q2 - Qip n

Al = : T :ZalkAlk-

ap1 Ap2 - Qpp k=1
Man sagt dann: , A wird nach der 1. Zeile entwickelt.*

Es gilt nun:

Satz 8.33
n
|A| = ZajkAjk fﬁ?” alle j = 1, 2, cae, N,
k=1

d. h. man kann A nach einer beliebigen Zeile entwickeln,

|A| = ZajkAjk fﬁ?” alle k = 1, 2, cae, N,

j=1

d. h. man kann A nach einer beliebigen Spalte entwickeln.
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Beispiel 8.34

o 1 2 1| s |L 2
I —2 1 o0 Mele 102 10 Entwicklung nach 3. Spalte
-1 1 -1 1 b=t
0 2 1
—(=1)-| 1 1 0| Entwicklung nach 1. Zeile
-1 -1 1
0 1 1
+1-| 1 =2 0| Entwicklung nach 1. Zeile
-1 1 1
0 1 2
-0 1 -2 1
-1 1 -1

Satz 8.35 (Determinantenregeln) 1. Es ist |[AT| =|A|.

2.

Vertauscht man in der Determinante zwei Zeilen (bzw. zwei Spalten), so andert
sich nur ihr Vorzeichen.

Multipliziert man eine Zeile (Spalte) der Determinante |A| mit einer Zahl o, so
ist der Wert der so gebildeten Determinante aA].

Besteht eine Zeile (Spalte) nur aus Nullen, so ist |A| = 0.

Addiert man ein Vielfaches einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte),
so dndert sich der Wert der Determinante nicht.

Es ist |A| # 0 <= Die Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) von A sind linear
unabhdngig.



8.4. DETERMINANTEN 135

7. Ist A eine Dreiecksmatriz (oder sogar eine Diagonalmatriz), so ist |A| gleich
dem Produkt der Elemente in der Hauptdiagonalen.

8. Es gilt:
apy - Q1k-1 A A1ky1 ccc Qg
Qn1 0 Qpk—1 Apk Qpk+l s QApp
air ot @ig-1 b aigr o an
+ . . .
(p1 Tt an,k—l bnk an,k—H ccr Gpp
ay; o Qg1 g by Qe - aip
Qn1 tcr Opk—1  OApk + bnk Qpk+1  *°°  QApp

9. Esist |[AB| = |A| - |B|.

Bemerkung: Die Determinante |A| ordnet der Matriz A eine reelle Zahl zu.

Man kann die Determinante auch als eine Funktion der Zeilenvektoren wvon A:
ai,...,d, auffassen:

|A| = D(dy,...,d,).
Dann erhdilt man aus den Determinantenregeln:

1. D(@y,..., a1, iy + Bby, Ggs1s .- -, )
=aD(a, ..., 31, G Ggp1, - o)
+B8D(@y, ..., @1, by Tpgrs - - 8n) k=1,2,...1m,
(folgt aus 1, 3, 8)

2. D((jl, ceey 6k_1, 6k+1, Ei]w ak+2, ceey 6n) = —D(Eil, ceey an) (fOlgt aus 2),

3. D(éy,é,...,6,) =1 (folgt aus 7),
und die Determinante ist durch 1, 2, 3 eindeutig bestimmdt.

Mit Hilfe der Regeln 3, 5 und 7 lassen sich héufig Determinanten weniger aufwendig
berechnen als durch wiederholte Entwicklung nach Zeilen oder Spalten:
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Beispiel 8.36

3 6 -3 3 1 2 -1 1
11 2 1 11 2 1
2420_3'21210
1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 -1 1
_ g 03 12
00 2 -1
00 2 1
1 2 -1 1
_ g 0312
00 2 -1
00 0 2
= 6-3-2-2="T2.

8.5 Inverse Matrix

Mit Hilfe der Determinante kann man nun bestimmen, wann eine quadratische Matrix
A eine inverse Matrix A~! besitzt

Seinun A = (aj), j=1,...,n,k=1,...,n gegeben. Existiert zu A die Inverse A~
dann gilt A- A~! = E (E: Einheitsmatrix). Damit folgt

Al - [AT = ]AAY = |E| =1,
also mufl |A| # 0 sein, und damit ist

1
47 = o
4]

Ist andererseits A eine Matrix mit |A| # 0,

all ... alk ... aln

A=(ap)=| ajn - a0 G |,
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dann seien Aj; die Adjunkten zu A und B = (4,;), dann ist BT = (Ay;) und

A- B—r == <Z ajkAlk> .

k=1

Nun gilt aber fiir j = {:

n
> aiAj = 4],
k=1

und fiir [ # j:
ayp - Qi
a a‘ a‘
_ e e | _
> a Ay, = I
pat j jn
Qp1  *** Qpp

da die j-te und [-te Zeile {ibereinstimmen.

Also erhalt man:

Al 0 - 0
BT 0 |4 -+ 0
0 0 A
und somit
1
A-(=—=B")=E
() =
woraus
_ 1 1
Al:mBT:m(Ajk)T

folgt.

Zusammenfassend erhalten wir

137



138 KAPITEL 8. LINEARE ALGEBRA

Satz 8.37 Die quadratische Matriz A = (a;), j,k = 1,...,n besitzt genau dann
eine inverse Matriz A™', wenn |A| # 0 ist, und A™' ist dann durch

1

A=
|A]

(Ajr) "
gegeben, wobei Aj, die Adjunkten zu A sind.

Bemerkung: Die Adjunkten Aj, nennt man auch die algebraischen Komplemente

Ajp zu ajy.

Beispiel 8.38

1 -1 1 1 -1 1 L9
A=11 2 0|=4=|1 2 0:1-‘_3 3‘:97&0.
-1 1 2 -3 3 0
‘2 o‘ ‘1 o‘ 1 2
1 2 -1 2 -1 1
B__—11 1 1 1—1_§_32§
- 1 2 ~1 2 -1 1 -
-2 1 3
-1 1 ! 1 -1
2 0 10 1 2
4 3 -2
1 1
A1 7BT 5 -2 3 1
4] 3 0 3

O

Wir wollen noch eine weitere Methode zur Berechnung einer Inversen kennenlernen.
Es sei |[A] #0, A = (ajx) und A~ = (2j;) zu bestimmen. Wegen A- A~ = E folgt

a1l

aj1

Tnk

A1n
T11
Qjn .
Tni
ann
n
Zkzl A1kTE1
N n
: Zk:l 511k
n
Zkzl UnkTr1 T

T1n

Tnn

_1 A1k Tkn
Zkfl.lkk B 0 1 --- 0
Zzzlankl‘kn 0 0 1
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Damit erhélt man die linearen Gleichungssysteme

a; Ty + ..ot Gpxy = 1, 11T1n + - .. + Q1pTpn = 0,
1211 + ...+ 2%y = 0,

Up-11%1p + ..+ Q1 pTpn = 0,
111 + ..+ AppTp1 = 0; On1T1p + ..o+ ppTpp = 1)

Diese 16st man mit Hilfe des Gauf-Seidel- Verfahrens: Da die Koeffizientenmatrix der
n LGs stets A ist, wendet man den Gaufalgorithmus mit den n rechten Seiten

1 0
0 :
0
0 1
an:
aip -+ Qin
ay; -+ Qg |01 - 0
Qpy "+ Gpp |0 0 -2 1

Allerdings beendet man nun nicht die Zeilenumformungen, wenn Dreiecksgestalt er-
reicht ist, sondern setzt das Verfahren so lange fort, bis auf der linken Seite aus A die
Einheitsmatrix entstanden ist. Dann erscheint rechts die inverse Matrix.

Beispiel 8.39

1 -1 1
A= 1 2 o], |A=94£0.
-1 1 2
1 -1 1{1 0 0 -1 1|1
1 2 0/01 0 = 0 3 —1|-110
-1 1 2/00 1 00 3|1 01
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1 -1 11 0 0
= 0 1 —3|-3 —3 0
00 1|3 0 3
1 -1 0] 2 0 —
= 0 1 0|-%2 & 3
0 0 1|3 0 3
Loold 4=
= 0 10|-2 5 3
001+ 0 1
L[4 3 2
:>A*1:§—231
3 0

Mit
aix - Qi T by
Am1 = Qmn ) bm

1aft sich das LGS

8y
Il
Sl
Il

airy + ... + AT, = b1

miZt + ... + G, = bn

kiirzer angeben durch

AZ =,

Definition 8.40 Man nennt dann das Gleichungssystem AZ = 5inhomogen, wenn
0

b £ | | =0 ist. AT =0 wird homogenes lineares Gleichungssystem genannt.
0

A nennt man die Koeffizientenmatrix des LGS.
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Satz 8.41 Ist AZ =10 ein inhomogenes LGS und AZ =0 das dazu gehérende homo-
gene LGS, dann erhdlt man:

Sind T, Ty Losungen des inhomogenen LGS und ist @y eine Lésung des homogenen

LGS, so folgt:

1. A%, = I;, ATy = b = AT —12) = b—b=0=— 7 — 1y Lisung des homogenen
LGS.

2. A¥; = 5, Ay = 0 = AT + Zy) = b+0 = b = T + T, Losung des
inhomogenen LGS.

Daraus erhdlt man:

Ist 74 die allgemeine Lisung, &, eine spezielle Lésung des inhomogenen LGS und &y,
die allgemeine Lésung des homogenen LGS, dann gilt:

Ta =T+ Tp.
Sind i1, . ..,y Losungen des homogenen LGS, aq,...,ap € R

= Alth + ol + ... + ) = el Ay + ... + A =0

= ot + Qo + ... + oy Lisung des homogenen LGS.

Die Lésungen des homogenen LGS AZ = 0 bilden damit einen Vektorraum.

Definition 8.42 Ist A eine m,n-Matriz, so nennt man die Mazimalzahl der linear
unabhdngigen Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) den Rang der Matrix: Rang A.

Natiirlich ist Rang A < min(m,n).

A1k
Stellt man A durch die Spaltenvektoren @, = : dar, A = (dy,...,dn), SO
. Amik
schreibt sich das inhomogene LGS AX = b als
&’lx1++&’nxn :[_)’7
und es ist daher genau dann lésbar, wenn b eine Linearkombination von @y, -,y iSt.

Daher gilt
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Satz 8.43 AT =1b ist genau dann ldsbar, wenn der Rang der erweiterten Matriz

a0 iy by
A= : : : = (A, b)
Qm1 Tt Amn bm

gleich dem Rang von A ist.

Wir wollen nun den Fall betrachten, dafl das LGS durch n Gleichungen der n unbe-

kannten x1,...,x, gegeben ist. Dann ist die Koeffizientenmatrix A eine quadratische
Matrix.
anry + ... + apr, = b1
7
ami + ... + auuT, = b,
aip - Qin by L1
A= e , b= |, T= , AT =0.
Qp1 - Qnp bn Tn

Ist Rang A = r, so ist r < n, und stellt man A wieder durch Spaltenvektoren dar,
A = (dy,...,d,), so gilt fiir das homogene LGS:

Ist nun r = n, dann sind @, ...,d, linear unabhingig und damit (zi,...,z,) =
(0,...,0) einzige Losung (triviale Lisung).

Wenn r < n ist, so existieren Losungen (xi,...,z,) # (0,...,0). Diese nennt man
nichttriviale Lésungen des homogenen LGS, sie hingen dann von n — r Parametern
ab. (0,...,0) nennt man die triviale Lisung.

Da die Determinante |A| # 0 <= dj,..., d, linear unabhéngig, erhélt man:

Satz 8.44 Das homogene LGS besitzt genau dann nichttriviale Losungen, wenn |A| =
0 ust.

Ist Rang A = n, so sind die Spaltenvektoren dy, ..., d, linear unabhéingig, und jeder
by

Vektor b = : 148t sich durch
bn

b:alé’l—i—...—i—ané’n

mit eindeutig bestimmten ay, ..., a, darstellen. Daher erhélt man:
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Satz 8.45 Das inhomogene LGS AZ = b

1. ist eindeutig losbar <= Rang A =n <= |A| #0.

2. besitzt parameterabhingige Losungen <= Rang A = Rang(A, 5) < n.
3. besitzt keine Losungen <= Rang A < Rang(A, 5)

Ist nun |A| # 0, so existiert A%, und damit erhilt man: Aus A7 = b = A1(47) =
(A7'A)Z =FEZ =7 = A", also

=A%
Wegen
A Ay Ap by
1 1 | A A A2 - )
A — . , b= :
4] : ;
Aln A2n Ann "
gilt dann:
T > i1 Anby
: 1 Zn :A )
T = — _
Ty Z?:l Alnbl
Nun ist aber
ayp o Q1k—1 by A1k+1  ° Qin
n
Qg1 - Q2k—1 by a2 k+1 " Q2q
ZblAlk: S : : : . : = Dy,
= : . : : : . :
Qp1 - Qpk-1 bn Qnk+1 - Qnpn

d. h. die Determinante D; entsteht, indem man in der Determinante von A die k-te
b

Spalte durch b= : | ersetzt. Somit erhiilt man die
bn
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Satz 8.46 (Cramersche Regel) Ist AT = b zu ldsen, und ist |A| # 0, so erhilt
man die (eindeutige) Lisung

Dy,

=— k=12,...,n,
A

Tk

wobei Dy aus |A| entsteht, indem man die k-te Spalte in |A| durch b ersetzt.

Beispiel 8.47 T1— To+ T3 1
2$1+ To— T3 = 2
2

—ZC1+2£C2+2$3 =
1 -1 1 1 -1 1
A=(2 1 =1, |4=|2 1 —1|=12
-1 2 —1 2
1 -1 1 1 1 1 1 -1 1
D=2 1 —1|=12, D, = 2 —1|=9, D; = 1 2/=9
2 2 -1 2 2 -1 2
N D, Dy, 3 D; 3
T =70 =4 2= 747 3= T — o
A Al 4 Al 4

8.7 Eigenwertprobleme

1
Ist = : | € R* und A = (ajx) eine n, n-Matrix, so ist
Tn
n
D ko1 ThQ1k b
" b
> k=1 Tk n

wieder ein Vektor aus R".

Fiir die Anwendung (z. B. Bestimmung der Haupttrigheitsachen, Losung von linea-
ren Differentialgleichungssystemen etc.) ist die Losung des folgenden Problems von
Interesse:
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Definition 8.48 (Eigenwertproblem) Zur gegebenen Matric A = (a;i), j, k =
1,2,...,n bestimme man alle A € R und a € R* mit

Aad = \a.

Losen Ay und dy # 0 diese Gleichung, so nennt man Ay einen Eigenwert von A, d
einen Eigenvektor von A.

Ist E die Einheitsmatrix, so gilt Ead = a fiir alle ¢ € R", daher kann man das
Eigenwertproblem auch schreiben als

Ad = )\Ei < (A—\E)a=0.

Diese Gleichung stellt aber ein homogenes LGS mit dem unbekannten Vektor d =
Ty
und der Koeffizientenmatrix

Tn
app — A ai2 Tt A1p
21 Agp — A -+ Q2n
A—\E = ; . )
an1 a2 ccc Qpp — A
dar.

Nun existiert aber genau dann eine nichttriviale Losung @ # 0, wenn die Koeffizien-
tendeterminante |A — AE| = 0 ist. Es ist nun

P(\) = |A— AE|

ein Polynom n-ten Grades in \.

Man geht daher zur Losung des Eigenwertproblems folgendermaflen vor:

1. Man bestimmt die Nullstellen Ay, ..., A, des Polynoms P(\) = |A — AE| =0,

2. Man berechnet zu jedem \; durch Losen des LGS (4 — A\ E)@ = 0 den (bzw.
die) Eigenvektor(en) zu Ay.
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Dies geht (ohne Probleme), wenn Aq,..., A, reell und paarweise verschieden sind.
Man erhilt dann zu jedem A, genau einen Eigenvektor d@ mit |ax| = 1 (da mit @
auch td Losung des LGS ist, kann man |@y| = 1 wihlen), und diese sind dann linear
unabhéngig. Denn wéren d,...,d, linear abhingig, so konnte man z. B. @, durch
die anderen dy darstellen, etwa d@,, = a1d; + ...+ ayd;, wobei man annehmen konnte,
daB @y, ..., d; linear unabhéngig sind.

Wegen Ad,, = \d, = Alaid, + ... + qd) = oy dy + ... + NG = \d,, =
(wegen \,d, = A\,(1d@y + ...+ qd)) ai(A, — A)dy + ...+ (N, — N)d = 0, im
Widerspruch zu A, # A\ (k # n) und @y, ..., d linear unabhingig.

Ist U = (d,...,d,) die Matrix, deren Spaltenvektoren die Eigenvektoren sind, so ist
|U| # 0, also existiert U . Aufierdem ist dann

. . 0 )\2 0
AU = ()\1@1, ,)\nan) =U . . .. . y

also erhalt man

M 0O - 0
vrav= |02 U
0 0 - A\

d. h. man kann dann die Matrix A in eine Diagonalmatrix transformieren.

Im allgemeinen sind allerdings die Eigenwerte einer Matrix A nicht reell und paarwei-
se verschieden und eine Transformation in Diagonalform ist nicht fiir alle Matrizen
moglich. Jedoch gibt es (fiir die Anwendung wichtige) spezielle Matrizen, fiir welche
dies immer moglich ist, die symmetrischen Matrizen:

Definition 8.49 A wird symmetrisch genannt, wenn A" = A ist.

Es gilt:
Satz 8.50 Die Eigenwerte A, ..., A\, einer symmetrischen Matriz A sind reell und
A besitzt n Figenvektoren @, ..., a4, mit |dy| = 1, k = 1,...,n, und d;d, = 0 fir

J # k. Ist dann wieder U = (@, . .., dy), so gilt

U'U = (@dy) = F,
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d. h. es ust
UT — U—l
FEine solche Matriz U nennt man unitdr, wenn noch |U| =1 ist.

Man erhélt dann (wenn z. B. die Eigenwerte ihrer Grofle nach geordnet sind):

M O - 0
vtav=| 0 )
0 0 - A\

Beispiel 8.51 Eigenwerte und Eigenvektoren von

8§ -3 =3
A=|-3 8 =3
-3 -3 8

1. Berechnung der Eigenwerte \:

8—A -3 -3
A—AE|=| =3 8—A —3 |=—-A4+24\2—165\A+242=0
—3 -3 8-—A

:>)\1:)\2:]_1, )\3:2

2. Berechnung der Eigenvektoren: A3 = 2:

6 -3 -3 a13 0
(A — 2E) _)3 = -3 6 -3 ass = 0
-3 -3 6 as33 0
6 -3 =30
-3 6 —=3|0
= -3 =3 6|0
0 -9 9|0
0 9 =910

147
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=d;=1t(1,1,1) = a3 = (1,1,1) normierter Eigenvektor.

1
V3

)\2:)\1:111
-3 -3 =310
(A-11E)@=0= -3 -3 —3|0.
-3 -3 =310

Mit @ = (x1,29,23) = o1 + a9 + 23 = 0. Mit a3 = t, 3 = s: @ =
s(—=1,1,0) + t(—1,0,1). Man erhélt hier als Eigenvektoren eine Linearkombi-
nation der Vektoren (—1,1,0), (—1,0,1), die beide senkrecht zu @3 sind. Um

nun di, ds zu erhalten mit |@;| = |ds| = 1 und @;d, = 0, setzt man z. B.
— 1 =
i = ﬁ(—l, 1,0), d»=s(—1,1,0) +¢(~1,0,1)
Lz 1 1
= a1 =0 <= s5s-—-24+1t-—==0 <= t = —2s.

V2 V2

- 1
ay = 8(1, 1, —2) =y =+t—

\/6(1’1’_2)'

Wegen |d@1dads| = 1 ist dy = %(—1, —1,2) zu wihlen. Mit

-1 _1 1
oo
U=(idd)=| 7 ~7%
0 2 3
V6 V3
gilt:
11 0 0
UtAU=(0 11 0| =D
0 0 2

Geometrisch bedeutet die letzte Gleichung:

Durch die Matrix U wird die Basis €}, €5, €3 in die Basis d;, d», @3 iibergefiithrt und
mit f = U'#, d. h. & = U wird 7" AZ in §' Dy = Y"5_, M\y? iiberfiihrt. m
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8.8 Koordinatentransformation

Im Raum R" ist durch & = (1,0,...,0), &, = (0,1,0,...,0),...,é, = (0,...,0,1)
eine ausgezeichnete rechtwinklige Basis gegeben, welche ein rechtwinkliges Koordina-
tensystem erzeugt,

EL':(al,...,am):a1€1+...+an€n.

Sind nun dy, ..., d, linear unabhingig in R", so bilden auch d,...,d, eine Basis in
R", d. h. jeder Vektor @ € R" besitzt eine eindeutige Darstellung

6: )\16_1:1 +A262++Anan

(A1, Agy ..., Ay) sind dann die Koordinaten von d beziglich der Basis @y, . . ., @y.
Wir wollen nun sehen, wie diese Koordinaten (A, ..., \,) von @ mit den Koordinaten
d = (ay,...,ay,) beziglich €1, ..., &, zusammenh&ngen.
Es ist nun
ail A1k QA1n
a1 = ) ) ag = : ) ) an = )
Qan1 Qni Unn
also

3
3

= MA@ =aj, j=1,...,n
k=1
aii A1n
Ist nun A = (dy,...,d,) = oo die aus den Spaltenvektoren dy, ..., d,
Qp1 -+ Qpp

a1 A1
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und da A~! existiert:
A1 ay
=At| ],
An ,
d. h. die Koordinaten werden durch A bzw. A~ ! transformiert.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dal auch dy, ..., d, paarweise senkrecht zuein-
ander sind und den Betrag 1 haben. Dann ist mit

also A7 = AT. A ist dann eine unitiire Matrix, wenn @, ..., d, so angeordnet sind,
daBB |A] =1 ist.
Umgekehrt bildet jede unitdre Matrix U = (i, ..., 4,) die Basis é€1,...,¢&, in die
Basis 1, ..., 4, ab:

U_)k = Ug.

Satz 8.52 Bei der Abbildung durch unitire Matrizen bleiben Ldngen und Volumina
erhalten:

Ud| = |a|, |UA[=]A|
fiir alle Vektoren @ € R* und alle n,n-Matrizen A.

Geometrisch konnen wir nun das Eigenwert- und Eigenvektorproblem so deuten:

Gegeben ist die symmetrische Matrix A. Man bestimme eine unitére Transformati-
onsmatrix U so, dal A durch U" AU in eine Diagonalmatrix iibergefiihrt wird.

T
Ist dann @ = | ¢ | und @ = U'é,, k = 1,...,n die neue rechtwinklige Basis,
Tn
so besitzt & beziiglich der neuen Basis i, ..., 4, die Koordinaten (yi,...,y,) mit
Y1 1 Y1
=U"Z, bzw. : =U| :
Es ist dann
N OO - 0
A
3{1 Y1 0 Xy - 0 Y1 191
Al =AU | : =U| . I : : =U :
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und mit (z1,...,2,) = (Y1, ..., y,)U" folgt dann

X Y1
(x17 o an)A 5 - (yl? R | yn)UTAU S
xTL yn

AN 0O .- 0 y

0 N -+ 0 1

- (yla ey yn) . . :

0 0 A, ) N

= Z Akyi-
k=1

8.9 Ebene Koordinatentransformation

Ist n = 2, so ist durch R? die (z,y)-Ebene gegeben mit der ausgezeichneten Basis
51 = (1,0), 52 = (0,1)

Ay

—_
£l

Y
Y
S

Abbildung 8.1: Koordinatentransformation

N U11 N U192 . . . . . .
Ist nun u; = (u ) , Uy = (u eine weitere rechtwinklige Basis, so dafl mit U =
21 22

i Uiz =1 gllt und U] = |U2| = ]_, so kann man wegen U2 + U2 =1
U 11 21
U921 U922

U] = COSQ, Uy = Sina
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setzen. Wegen |iy| = 1, @i = 0 und |U| = 1 folgt dann ujs = —sina, ug = cos q,

also
U:(C'OSOJ —sina>‘
sina  cosa
Ist nun & = (x,y), so besitzt & im (u, v)-Koordinatensystem die Koordinaten
wY _pg(®) = TCcoso — ysinw
v) y) \wsina+ycosa )’
Wegen
. - (cosa —sina) (1> (cosa)
Uy = U61 = . - .
sina  cosa 0 sin «v
bewirkt U eine Drehung des Koordinatensystems um den Winkel a.
Eine Parallelverschiebung des Koordinatensystems wird durch
U= —2y, UV=Y—"Yo

gegeben.

8.10 Ebene Kegelschnitte

Definition 8.53 Durch
a1 + 20127y + agy® + b + by = ag

wird ein ebener Kegelschnitt definiert.

8.10.1 Normalformen

1. a12:0, a11>0, a22>0, a0>0, a1 = as = 0.

2 2
x Yy . Qg Qg
—2+—2:1 mit a = —,b: ——
a b a1 929

FEllipse mit Halbachsen a,b (s. Abb. 8.2).
x =acost, y=bsint (Parameterdarstellung)

Kreis um (0,0) mit Radius a, wenn b = a.
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AY

Y
S

fam
o=

Abbildung 8.2: Ellipse

A/

i/
N

Abbildung 8.3: Hyperbel
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2. a19=0, ag >0, a1 - agy <0, ay = ay = 0. Hyperbeln (s. Abb. 8.3).

(a) a;3 > 0= ag <0, ap2? — |a22|y2 =a

22 P
= ——>==1 mita= o b=
a?  b? V |a |

(b) a1 < 0= a9 >0

2 2
:>_x_+y__1 mit a = ,b:
b2 | a22

(Schaubild aus obigem durch Vertauschen der Achsen und a, b.)
3. (a) a1 7£ 0, 12 = 0, 99 = 0, a; = 0, a9 7£ 0.
anx® + ayy = a  Parabel (s. Abb. 8.4)

A
Yy

Y

Abbildung 8.4: Parabel
(b) ay; = 0, 12 = 0, aq 7£ 0, a9 = 0.
asy? + ax =a Parabel
(Es kénnen noch weitere, sogenannte ausgeartete, Félle auftreten.)

4. (a) CLH'(I22<0, b1:b22a02a12:0'

Q22 <y2 -

Geradenpaar.

a
L x2>:0:>y:j:
a22

a1

22
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(b) aiy - Qoo > 0, by = by = ag = a2 = 0. Nur Nullpunkt

(C) 11 = A12 = Q99 = 0. Eine Gerade

Mit der Matrix A = (
Kegelschnittgleichung

a1
a12

12
22

(x,y)A@) +5(‘z> = ap.

Hat nun die Matrix A Diagonalform, A = (

)\1.732 + )\ng + bllL‘ + bgy = Qy,

A0 N
0\ >, so erhilt man

155

> und dem Vektor b = (by,by) schreibt sich die

und man kann dann, wenn nétig durch eine Parallelverschiebung des Koordinatensy-
stems, die Normalform des Kegelschnitts leicht erhalten.

Ist die symmetrische Matrix A keine Diagonalmatrix, so kann man sie mit Hilfe ihrer
Eigenwerte und Eigenvektoren in Diagonalform bringen.

Man bestimmt also die Eigenwerte A;, Ay und die Eigenvektoren u; = (ZH> , Us
21

U12
22

>, setzt U = (uu
U1

U2
U292

) (

T
Y

>:

(u,U)UTAU(Z> +5U(Z> = ay,

also

Mu? 4+ Mv? + cru + cv = ag, (

Beispiel 8.54 1. y =

Eigenwerte:

|
N[ N

Eigenvektoren:

e (3)=(

= =
§| §| N N|—

=Ty
3 2
2 | =
E\RE
1
710
2=
—310

&
C2

U <Z> und erhilt

> = (b1, by)U.

1:0:>)\1,2::*:%.
1y 5 310
1 2 2 =
_2(1>’ L1l 7"
2 2
su? — 10? = 1, Hyperbel.



156

KAPITEL 8. LINEARE ALGEBRA

2. 322 + 22y + 3y? — 62 — 6y = 30.

3 1\ =
:>A—<1 3>,b_—6(1,1).

Eigenwerte: 31)\ SiA‘:A2—6A+8:0:>)\1=4, A2 = 2.
Eivenvektoren: 1 L0 Lo _ o (1) L0 o, (-
1genvektoren: 1 —1lo :>u1_ﬁ 1 ,1 Lo = 2_ﬁ 1
Mit( >:<¢? ﬂ)( >:>4u2+2v2—6\/§u:30:>4(u—%\/i)z—i-
2v =5

_3 22 2

B Ut A7) RGPS
8 4

922 + 6zy + 2 — V10 2v/10 y = 10.

(9 3 9-A 3 |
A_(3 1), ‘ ; 1_)\‘_)\ 10A =0

= Eigenwerte \; = 10, Ay = 0.

Ei kt -)\—10-_1 310 Lo (3
igenvektoren: A\; = 10 : s 1lo =l = 7= |
A_0‘930 L, (1

2 — 3 1 0:>U2—m 3 .

3
<x>:<\/110 >(u>:>10u2—4u+21):10
y Vn) v

=10(u— ) +20=2=0v=—-5(u—3)*+% Parabel.

ﬁ‘w
o =]
(=



